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ВВЕДЕНИЕ или : «О ЧЁМ ЭТОТ КУРС?» 
 

«В науке нет широкой столбовой дороги…» 
Карл Маркс (1818-1883) 

 
 

В.1. Вводные замечания  
Настоящий курс посвящен теории представлений конечных групп с приме-

нениями к некоторым задачам физики твердого тела. Одновременно предлагае-
мый материал можно использовать  как введение в общую теорию представле-
ний. Изложение ведется на математическом уровне строгости и требует для по-
нимания (если отвлечься от некоторых примеров и приложений) главным обра-
зом знания линейной алгебры в объёме университетского курса.  

Ниже мы обсудим ряд вопросов, ответы на которые могут быть даны с по-
мощью теории представлений. Некоторые полученные при этом результаты бу-
дут использованы и в основной части курса. 

В.2. Симметрия волновых функций 
Пусть 

ℎ(ݔ) = − ௗ
ௗ௫
ቀ(ݔ) ௗ

ௗ௫
ቁ+V(x)                                          (0.1) 

 
– это оператор Штурма, где ܥ߳(ݔ)ଵ[−݈,+݈], ݈ > 0 – произвольное число. Опе-
ратор ℎ(ݔ) рассматривается в пространстве 
	ℒଶ[−݈, +݈] = ቄ߰(ݔ)ቚ ∫ ଶା|(ݔ)߰|

ି ݔ݀ < +∞ቅ.	 Введём в пространстве ℒଶ[−݈, +݈] 

скалярное произведение (߮,߰) = ∫ തതതതതതതା(ݔ)߰(ݔ)߮
ି ‖߰‖ норму ,ݔ݀	 = (߰,߰)

భ
మ и оп-

ределим оператор ℎ(ݔ) в такой области ࣞబ ⊂ Сଶ[−݈,+݈], что оператор ℎ(ݔ) в  
ࣞబ  будет эрмитов в ℒଶ[−݈, +݈]. 

Предположим, что оператор ℎ(ݔ) и область его определения ࣞబ инвариант-
ны относительно инверсии ݅ݔ = ,ݔ− т. е. , что 
 

		ܽ)			ℎ(−ݔ) = ℎ(ݔ)					и				ܾ)			(ݔ−)ݕ ∈ 	ࣞబ 				при		∀(ݔ)ݕ ∈ 	ࣞబ .        (0.2) 
 

Для справедливости a) достаточно, чтобы (ݔ−) = ,(ݔ) (ݔ−)ܸ =  а для ,(ݔ)ܸ
выполнения  b) можно взять, например, 
 

ࣞబ = ࣞబ
ᇱ = ,݈−]ଶܥ߳(ݔ)ݕ|(ݔ)ݕ} +݈], (ݔ)ݕ = ݔ		0 = ±݈} 

 
 или   ࣞబ = ࣞబ

ᇱᇱ = 
 

= ቄܥ߳(ݔ)ݕ|(ݔ)ݕଶ[−݈, +݈], ௗ௬(௫)
ௗ௫

+ (ݔ)ݕߪ = ݔ		0 = −݈, ௗ௬(௫)
ௗ௫

− (ݔ)ݕߪ = ݔ		0 = +݈, ߪ ≥ 0ቅ. 
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Отметим, что для выполнения (0.2b) граничные условия при ݔ = +݈	и	ݔ = −݈	 
должны	переходить	друг	в	друга при замене ݔ →  ,Кроме того, очевидно 	.ݔ−
что это условие не будет выполняться, если вместо отрезка [−݈, +݈] взять отре-
зок [с, ݀] при ܿ ≠ −݀. 

В.3. Случай оператора Штурма 

Выясним, какие свойства собственных функций оператора ℎ(ݔ) в области  
ࣞబ порождаются инвариантностью этого оператора и его области определения 
относительно преобразования инверсии: ݔ →  Пусть  	.ݔ−
 

ఒܷ = ൛(ݔ)ݕ|(ݔ)ݕ ∈ ࣞబ , ℎ(ݔ)(ݔ)ݕ = ൟ(ݔ)ݕߣ −  
 

cобственное подпространство оператора ℎ(ݔ), отвечающее его собственному 
значению ߣ. Если  (ݔ)ݕ ∈ ࣞబ, то в силу (0.2b) и  (ݔ−)ݕ ∈ ࣞబ . Поэтому и так 
как равенство ℎ(ݔ)(ݔ)ݕ = 	ݕ верно при (ݔ)ݕߣ ∈ ఒܷ для ∀ݔ ߳[−݈, +݈], мы можем 
заменить в нём ݔ	на − (ݔ−)ݕ(ݔ−)Сделав это, получим ℎ .ݔ =  откуда ,(ݔ−)ݕߣ
вследствие (0.2a) имеем  
 

ℎ(ݔ)(ݔ−)ݕ =  (0.3)                                            .(ݔ−)ݕߣ
 

В силу (0.3) (ݔ−)ݕ	߳ ఒܷ; но собственное подпространство ఒܷ одномерно [1], и 
поэтому ∃ܽ ∈ ℝ такое, что y(−ݔ) = на	ݔ Заменяя здесь .(ݔ)ݕܽ −  получим ,ݔ
y(ݔ) = (ݔ−)ݕܽ == ܽଶ(ݔ)ݕ,	 откуда ܽ = ±1, т.е. y(−ݔ) = (ݔ−)ݕ или (ݔ)ݕ =
 отвечающие ,(ݔ)Таким образом, все собственные функции оператора ℎ .(ݔ)ݕ−
произвольно взятому собственному значению ߣ, или чётные или нечётные. 
Следовательно, не находя собственных функций оператора ℎ(ݔ),	мы выяснили 
возможное их поведение при преобразовании, не меняющем 
ℎ(ݔ)	и	область	его	определения.  Из сказанного выше следует, что множест-
во всех собственных значений оператора ℎ(ݔ) распадается на подмножества: 
 

±ܤ = (ݔ−)ݕ|ߣ} = ݕ∀	при	(ݔ)ݕ± ∈ ఒܷ}, 
 
состоящие соответственно из собственных значений, которым отвечают чётные 
-собственные функции. Методами вариационного исчисле (ିܤ) и нечётные (ାܤ)
ния можно показать, что оба эти подмножества бесконечны; в случае постоян-
ных коэффициентов  ((ݔ) = ݀ଵ > (ݔ)ܸ,0 = ݀ଶ) оператора ℎ(ݔ) это проверя-
ется непосредственно, ибо собственные функции и собственные значения опе-
ратора ℎ(ݔ) находятся в явном виде; сделайте это для 
ࣞబ = ࣞబ

ᇱ , ࣞబ
ᇱᇱ 	(для	ࣞబ = ࣞబ

ᇱᇱ − при	ߪ = 0). 
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В.4. Случай оператора Шредингера 
В В2,В3 мы рассмотрели оператор очень простого вида в пространстве функ-

ций одной переменной. Именно поэтому множество преобразований, остав-
ляющих инвариантным оператор и область его определения, состояло (не счи-
тая тождественного преобразования) только из инверсии, благодаря чему мы 
смогли описать поведение собственных функций оператора ℎ(ݔ) при этом 
преобразовании (инверсии). Рассмотрим теперь более сложный оператор, зави-
сящий от многих переменных. 

Пусть ܪ – оператор энергии молекулы с ݊	электронами и тремя  тождест-
венными ядрами, расположенными в вершинах ܣ правильного треугольника 
− ,ଷ. Пусть ݁ – заряд электронаܣଶܣଵܣ	∆ ܰe – заряд ядра ܣ ݅ = 1,2,3. Тогда в 
атомных единицах оператор энергии рассматриваемой системы запишется в 
виде 
  

ܪ = (ݎ)ܪ = −
1
2



ୀଵ

∆ − ܰ
1

ݎ| − |ܣ
+

ଷ

ୀଵ



ୀଵ


1

ݎ| − |ݎ



,ୀଵ,
ழ

		,											(0.4) 

 

где ∆=
డమ

డ௫
మ +

డమ

డ௬
మ +

డమ

డ௭
మ, ݎ=(ݔ,	ݕ , ݎ ,) – радиус вектор i-го электронаݖ =

,ଵݎ) … ,  рассмотрим в пространстве функций (ݎ)ܪ ܴଷ={r}. Оператор	). Пустьݎ
		ℒଶ(	ܴଷ)	= {	߰(ݎ)| ∥ ߰ ∥< +∞}, где ∥ ߰ ∥ଶ= (߰, ߰) и для  
,(ݎ)߰∀ (߱,߰) полагаем	ܴଷ)	ℒଶ(		из	(ݎ)߱ = ∫ തതതതതത(ݎ)߱(ݎ)߰

	ோయ  .ݎ݀
Пусть оператор ܪ(ݎ) определён в области ࣞுబ, состоящей из всех дважды 

кусочно-непрерывно дифференцируемых в 	ܴଷ функций ߰, для которых 
∥ ߰ ∥+∥ |∇߰| ∥ +	∥ ߰ܪ ∥	<+∞. Легко видеть, что оператор ܪ(ݎ) эрмитов в 
ࣞுబ. 

Покажем, что оператор ܪ(ݎ) инвариантен относительно весьма широкого 
класса преобразований в 	ܴଷ. Обозначим через ܵ = -множество всех пере {ݏ}

становок s=	൬ 1 2	 … ݊
ଵݏ …	ଶݏ 	ݏ		

൰ из n элементов; здесь 		ݏ	– целые числа, ݏ ≠

݆	при			௧ݏ	 ≠ 1		 ,ݐ ≤ 	ݏ ≤ ݊.		При	݃ = ݏ ∈ ܵ положим ݃ݎ = ௦భݎ) , ௦మݎ , … , -௦)  и тоݎ
гда, очевидно, 
 

(ݎ݃)ܪ = ௦భݎ൫ܪ , ௦మݎ , … , ௦൯ݎ = ݃	∀ ,(ݎ)ܪ = ∋ ݏ ܵ ,                       (0.5) 
 
ибо действие перестановки ݏ приводит лишь к перестановке слагаемых в сум-
мах в (0.4). 
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Пусть, далее, ܦଷ={ܥ(߮)} – множество всех вращений ܥ(߮) в 	ܴଷ относи-
тельно таких осей l и на такие углы ߮ , что эти вращения переводят треуголь-
ник ∆	ܣଵܣଶܣଷ в себя.1 

Множество ܦଷ состоит из 6 элементов: вращений на угол ߨ	около биссектрис 
ܽ углов ∠ܣ i=1,2,3  и вращений на углы 	0, ଶగ

ଷ
, ସగ
ଷ

 около оси l , перпендикуляр-
ной плоскости треугольника ∆	ܣଵܣଶܣଷ в точке пересечения биссектрис углов 
-ଷ не соܦ , i=1,2,3, принимаемой за начало координат. Других элементовܣ∠
держит, ибо каждое вращение определяет какую-либо перестановку вершин 
,ଵܣ ,ଶܣ -ଷ (и определяется ей), а общее число таких перестановок 3!=6 совпадаܣ
ет с числом элементов ܦଷ. 

Пусть ݃ ∈ =ଷ, положим ݃rܦ ,ଵݎ݃ ) … . . , (ݎ݃)ܪ ) и покажем, чтоݎ݃ =  .(ݎ)ܪ
Предварительно заметим, что согласно определению множества ܦଷ 
 

,ଵܣ݃) ,ଶܣ݃ ௧భܣ)	=(ଷܣ݃ , ௧మܣ ,  ,(௧యܣ
 

где ݐଵ, ,ଶݐ  ଷ – это набор чисел 1,2,3 переставленных в порядке, определяемомݐ
вращением ݃ ∈  ଷ. Поэтому при ∀ iܦ
 

	
1

ݎ| − |ܣ

ଷ

	ୀଵ

= 
1

ݎ| − |ܣ݃

ଷ

ୀଵ

	при	∀݃ ∈  (0.6)																						ଷ.ܦ

 
Используя (0.6) получаем, что 

 

(ݎ݃)ܪ = −
1
2
∆



ୀଵ

− ܰ

ݎ݃| − |ܣ݃

ଷ

ୀଵ



ୀଵ

+ 
1

ݎ݃| − |ݎ݃



,ୀଵ,
ழ

 

 
Так как любое вращение есть ортогональное преобразование [2], то ∆= ∆	 

и 
 

ݎ݃| − |ܣ݃ = ݎ)݃| − |(ܣ = ݎ| − ݎ|, ห݃ܣ − หݎ݃ = ห݃(ݎ − )หݎ = หݎ −  .หݎ
 

Следовательно, ܪ(݃ݎ)=ܪ(ݎ)  ∀	݃ = (߮)ܥ 	∈ -ଷ. С учетом (0.5) нами докаܦ
зано, что 
 

݃∀  (ݎ)ܪ	=	(ݎ݃)ܪ											 = 	ݏ ∈ ܵ, ∀݃ = (߮)ܥ 	∈  ଷ                     (0.7)ܦ
 

Пусть G= {݃|݃ = ,(߮)ܥݏ ݏ∀ ∈ ܵ, (߮)ܥ∀ ∈ .{ଷܦ
2  

                                                             
1 т.е. переводят ядра молекулы друг в друга. 
2 ясно, что G⊃ ܵ, т.к. ݃ = =(߮)sܥ ݏ ∈ ܵ при ߮ = 0	 и G⊃ ݃ ଷ, ибоܦ = (߮)ܥݏ (߮)ܥ	 = ∈  	ଷܦ
при s=	ቀ1 2	… ݊

1 2… ݊ቁ. 
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В силу (0.7) ܪ(݃ݎ)=ܪ(ݎ) при ݃ ∈G, т.е. оператор ܪ(ݎ) инвариантен отно-
сительно преобразований ݃ ∈G. Очевидно, что и область ࣞுబ  обладает этим 
свойством, т.е. ߰(݃ݎ) ∈ ࣞுబ при ∀߰(ݎ) ∈ ࣞுబ и ∀݃ ∈G.  Пусть 
 

ఒܷ = ൛(ݎ)ݑ|(ݎ)ݑ ∈ ࣞுబ, (ݎ)ݑܪ =  – ൟ(ݎ)ݑߣ
собственное подпространство оператора ܪ(ݎ), отвечающее собственному зна-
чению ߣ. В общем случае dim	 ఒܷ > 1. Пусть (ݎ)ݑ ∈ ఒܷ, (ݎ)ݑ ≢ 0. Т.к. равенство 
(ݎ)ݑܪ = (ݎ݃)ݑ .и т.к ݎ∀ верно при (ݎ)ݑߣ 	∈ ࣞுబ при ∀݃	 ∈G, то  
 

(ݎ݃)ݑ(ݎ݃)ܪ =  	,(ݎ݃)ݑߣ
 
но		ܪ(݃ݎ) = ,и	(ݎ)ܪ значит,	 
 

(ݎ݃)ݑ(ݎ)ܪ		 =  	,(ݎ݃)ݑߣ
 
Следовательно, (ݎ݃)ݑ ∈ ఒܷ. Пусть (ݎ)ݑ = -i-ая базисная функция под – (ݎ)ݑ
пространства ఒܷ. Возникает вопрос: как функция ݑ(݃ݎ) ∈ ఒܷ будет выражаться 
через базис пространства ఒܷ или, что то же самое, каково поведение функции 
-в зависимости от ݃? Ответ на этот вопрос нельзя получить элементар (ݎ݃)ݑ
ными рассуждениями типа проведённых в В2,В3, но идеи и методы данного 
курса позволят дать классификацию возможных типов поведения собственных 
функций ݑ(݃ݎ). 

В.5. Разрешённые и запрещённые переходы  
Пусть Z – произвольная квантовая система n частиц в потенциальном поле 

одного или нескольких неподвижных центров (обычно – ядер атомов), 
ܴଷ={r|r=(ݎଵ, ,ଶݎ … , - – коݎ ;)} – конфигурационное пространство системы Zݎ
ордината i-той частицы, 

				ℒଶ(	ܴଷ) = |(ݎ)߰} න|߰|ଶ

	ோయ
ݎ݀ < +∞}; 

 
при ߰, ߮ ∈ 	ℒଶ(	ܴଷ)	 положим 

(߰,߮): = න ߰ ത߮
	ோయ

,ݎ݀ 	∥ ߰ ∥ଶ= (߰,߰). 

 
Обозначим через ܪ=ܪ(r) оператор энергии системы Z, и пусть оператор ܪ 
эрмитов в какой-то области ࣞுబ ⊂ 	ℒଶ(	ܴଷ). Обозначим через ߣ	и	ߥ	 два раз-
личных изолированных собственных значения оператора ܪ (т.е. два различных 
уровня энергии системы Z), через ఒܷ	и	 ఔܷ	 – соответствующие собственные 
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подпространства (т.е. пространства связанных состояний с энергиями ߣ	и	ߥ). 
Пусть ܳ – некоторый возмущающий оператор с областью определения, содер-
жащей ࣞுబ ,	и ܪఌ = ܪ + где 0 ,ܳߝ < ߝ ≪ 1. Далее считаем применимой теорию 
возмущений и обозначим через ߣ(ߝ)	при	݇ = 1,2,… , ݇ఌ те собственные значе-
ния возмущённого оператора ܪఌ, для которых 
 

limఌ→  ,ߣ	= (ߝ)ߣ
и через ఒܹೖ(ఌ) – собственные подпространства оператора ܪఌ, отвечающие этим 
собственным значениям. 

Определение. Будем говорить, что переход с уровня энергии ߣ на уровень 
энергии ߥ	рассматриваемой системы (далее переход «ߣ	 →   под действием («ߥ	
возмущения ܳߝ запрещен, если для любой функции ߱(ߝ) из любого подпро-
странства ఒܹೖ(ఌ)		и каждой функции f	∈ ఔܷ	выполняется равенство 
 

,(ߝ)߱)                                         ݂) = 0                                                  (0.8) 
 

Построим в пространствах ఒܹೖ(ఌ) , 	݇ = 1,2, … ݇ఌ 	базисы и, выписывая их после-
довательно, образуем базис 	߰(ߝ), ݅ = 1,2, … ,݉				 подпространства           
(ߝ)ܹ = 	∑ ⊕ ఒܹೖ(ఌ)

ഄ
ୀଵ .	 

Из сказанного следует, что равенства (0.8) эквивалентны соотношениям 
 

(߰(ߝ), ݂) = 0, ݅ = 1,2,…݉, ∀݂ ∈ ఔܷ	.                          (0.9) 
 

В силу теории возмущений [3] ܹ݀݅݉(ߝ) = ݀݅݉ ఒܷ	 и	базисные функции 
߰(ߝ)	подпространств ఒܹೖ(ఌ)	можно выбрать так, что в первом порядке теории 
возмущений 
 

߰(ߝ) = ߮ + ݑߝ , ݅ = 1,2, …݉,		                                (0.10) 
 

где функции ߮ образуют ортонормированный базис в собственном подпро-
странстве ఒܷ	оператора ܪ, а ݑ – некоторые функции из ࣞுబ , не зависящие от ߝ. 
Так как  ߮ ∈ ఒܷ	, f	∈ ఔܷ		и	ߣ ≠ (߮	 то	,ߥ , ݂) = 0. Поэтому, подставив разложе-
ния (0.10) в (0.9), мы получим условие запрещённости перехода (в первом по-
рядке теории возмущений) в виде: 
 

ݑ) , ݂) = 0, ݅ = 1,2, …݉, ∀݂ ∈ ఔܷ	.																																	(0.11) 
 

Функции ݑ нам неизвестны, однако выражения (ݑ , ݂) можно найти следую-
щим образом. Пусть номер ݅ фиксирован, и ߣ(ߝ) – то собственное значение 
оператора ܪఌ, для которого ߰ ∈ ఒܹೖ(ఌ). В первом порядке теории возмущений 
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(ߝ)ߣ = ߣ + ܾߝ ,				                                         (0.12) 
 

где ܾ – некоторое число. Подставим разложения (0.10), (0.12) в равенство 
(ߝ)ఌ߰ܪ = -Тогда, ограничиваясь членами нулевого и первого по .(ߝ)߰(ߝ)ߣ
рядка по ߝ, получим 
 

߮ܪ + ߮ܳߝ + ߮ߣ	=ݑܪߝ ܾ߮ߝ + +  .ݑ ߣߝ	
 

Т.к. ܪ߮=	߮ߣ, то отсюда имеем 
 

ܳ߮ + ݑܪ = ݑ ߣ	 + ܾ߮ . 
 

Умножив обе части этого равенства скалярно на произвольную функцию 
݂ ∈ ఔܷ	, получим 
 

(ܳ߮ , ݂) + ݑܪ) , ݂) = ݑ) ߣ	 , ݂) + ܾ(߮ , ݂).				              (0.13) 
 

Как мы уже говорили ранее, (߮ , ݂) = 0.		Далее, т.к. оператор ܪ – эрмитов и 
f	∈ ఔܷ	, то  
 

ݑܪ) , ݂) = ݑ) , (݂ܪ = ݑ) , (݂ߥ = ݑ)ߥ , ݂). 
 

Учитывая сказанное, из (0.13)  получаем, что 
 

(ܳ߮ , ߣ	)=(݂ − ݑ)	(ߥ , ݂) 
 

и, значит, условие (0.11) запрета перехода «λ → ν» при возмущении ܳߝ можно 
записать в виде 
 

(ܳ߮ , ݂) = 0, ݅ = 1,2, …݉, ∀݂ ∈ ఔܷ	.                         (0.14) 
 

Так как равенство (0.14) должно быть верно для любой базисной функции 
߮ 	подпространства	 ఒܷ, то оно должно быть верно при ∀߮ ∈ ఒܷ и, значит, вы-
бор базиса в подпространстве ఒܷ	роли не играет. Поэтому далее мы считаем ор-
тонормированный базис ߮ଵ, ߮ଶ, … , ߮ из ఒܷ произвольным. Пусть ଵ݂, ଶ݂, … . ୮݂ – 
ортонормированный базис в подпространстве ఔܷ 	и тогда условие (0.14) можно 
переписать в эквивалентном виде 

 
ܽ ≔ ൫ܳ߮ , ݂൯ = 0, ݅ = 1,2, …݉; 		݆ = 1,2,… ,  (0.15)              .

 
В.6. Переходы и симметрия 
Вопрос о запрещенности перехода «λ → ν» обычно ставится не для конкрет-

ных уровней энергии λ и ν, а для любой пары уровней λ, ν  с определёнными 
свойствами связанных состояний (т.е. функций из ఒܷ и ఔܷ) по отношению к 
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преобразованиям их аргументов r→݃r для тех преобразований  ݃ в ܴଷ, для ко-
торых ܪ(݃ݎ)=	ܪ(r). Эти преобразования называются преобразованиями сим-
метрии системы Z, и поэтому свойства функций ߮(r) ∈ ఒܷ  и ݂(ݎ) ∈ ఔܷ , прояв-
ляющиеся после замены аргументов ݎ	 → -часто называют свойствами сим ,ݎ݃
метрии. Возвращаясь к переходу «λ → ν»  говорят, что он запрещен, если он за-
прещен из соображений симметрии, т.е. если (0.15) выполняется независимо от 
конкретного вида функций из ఒܷ и ఔܷ, а только в силу определенной их сим-
метрии. Если свойства симметрии не позволяют установить  (0.15), то говорят, 
что переход «λ → ν» разрешен, хотя случайно может оказаться, что для  данных 
конкретных λ и ν равенства (0.15) выполняются и разрешенный симметрией пе-
реход не осуществляется. 

Рассмотрим примеры. 

В.7. Переходы для оператора Штурма 
Пусть ℎఌ(ݔ)=ℎ(ݔ) + -задан в (0.1), а ܳ(x)− некото (ݔ)где оператор ℎ ,(ݔ)ܳߝ

рый возмущающий оператор. Пусть λ и ν – произвольные собственные значения 
оператора ℎ(ݔ) и ఒܷ и ఔܷ − соответствующие одномерные собственные под-
пространства. 

Повторяя для операторов ℎ(ݔ) и ℎఌ(ݔ), определённых в области ࣞுబ (см. В2, 
В3), рассуждения В5 с упрощениями, вызванными одномерностью собственных 
подпространств (݇ఌ = ݉ =  = 1), мы получим, что условия (0.15) можно запи-
сать в виде  
 

ܽ ≔ (ܳ߮, ݂) = න ݔ݂݀̅߮ܳ =
ା

ି

0,																																		(0.16) 

 
где  ߮ и f – произвольные ненулевые функции соответственно из ఒܷ и ఔܷ. Будем 
предполагать, что оператор ℎ(ݔ) и его область определения инвариантны от-
носительно инверсии  ݔ	 →  Мы уже знаем (см. В3), что в этом случае все .ݔ−
собственные значения оператора ℎ(ݔ)	можно разбить на множества ܤା		и	ܤ_ в 
зависимости от чётности или нечётности входящих в собственные подпро-
странства функций. Рассмотрим сначала случай, когда возмущение ܳ(x) есть 
чётная функция (оператор): 

ܳ(−x)=ܳ(x). 

Если  λ,ν ∈ ∋ ା или  λ,νܤ  то подынтегральная функция в интеграле  (0.16)	,ିܤ
– чётная и равенство a=0 не следует из свойств симметрии собственных функ-
ций. В то же время если λ ∈ ∋ ା, νܤ ∋ или λ	ିܤ ∋ ν ,ିܤ  ା, то в (0.16) мы имеемܤ
интеграл от нечётной функции в симметричных пределах −l,+l, который, разу-
меется, равен нулю. 
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Таким образом мы доказали, что при  ܳ(−x)=ܳ(x) переход «λ → ν» разрешен 
для уровней с одинаковой чётностью (λ, ν ∈ ∋ или  λ, ν	ାܤ  и запрещён для (ିܤ
уровней с различной чётностью собственных функций. 
Если ܳ(−x)= −ܳ(x) , то, рассуждая аналогично предыдущему, мы получим, что 
переход «λ → ν» запрещён между уровнями с одинаковой чётностью собствен-
ных функций, и разрешён в случае разной чётности (λ ∈ ∋ ା, νܤ ∋ или  λ	ିܤ  ,ିܤ
ν ∈  .(ାܤ

Следовательно, не зная собственных подпространств, мы смогли для любой 
пары λ,ν собственных значений оператора Штурма определить, разрешён или 
запрещён переход  «λ → ν» в зависимости от свойств возмущающего оператора 
ܳ(x) и чётности (нечётности) функций из ఒܷ и ఔܷ. 

В.8. Переходы для оператора Шредингера  
Рассмотрим теперь оператор ܪఌ=ܪ + -H(r) задан ра=(ݎ)ܪ где оператор ,ܳߝ

венством (0.4), а ܳ(r) – некоторый возмущающий оператор. Пусть λ и ν – про-
извольные собственные значения оператора ܪ в ࣞுబ, а ఒܷ и ఔܷ – соответст-
вующие собственные подпространства. Мы нашли множество G преобразова-
ний ݃ в ܴଷ, для которых ܪ(݃ݎ)=	ܪ(ݎ) (см. В4.). Однако мы ничего не можем 
сказать относительно перехода «λ → ν», ибо у нас нет ни математического ап-
парата для описания свойств симметрии возмущающего оператора  ܳ(r) и 
функций ߮(r) ∈ ఒܷ и ݂(ݎ) ∈ ఔܷ (т.е. их поведения при замене r → ݃r ), ни кри-
териев того, какие типы симметрии функций ߮(r) и ݂(ݎ) и оператора ܳ(r) 
обеспечивают выполнение равенств (0.15). В общем случае оператора ܪఌ=ܪ +
 . ситуация полностью аналогичнаܪ при произвольном ܳߝ

Таким образом, в сколько-нибудь сложной ситуации мы пока не можем вы-
яснить, будет ли переход «λ → ν» разрешён или запрещён. Но мы сможем это 
сделать с помощью материала курса. 

В.9. Принцип Паули 
Пусть Z – n-частичная квантовая система, ݎ и ߟ координаты и спин i-ой час-

тицы, ݍ=( ݎ, ߟ), Φ(ݍଵ, ……ݍ	) – волновая функция системы Z (собственная 
функция оператора Гамильтона). Принцип Паули говорит, что все частицы де-
лятся на 2 типа: бозоны и фермионы. Функция Φ(ݍଵ, ……ݍ	) имеет физический 
смысл лишь в том случае, если она а) меняет знак при перестановке координат 
  двух тождественных фермионов (является антисимметричной); b) неݍ↔ݍ
меняется при перестановке координат ݍ௦↔ݍ௧ двух тождественных бозонов (яв-
ляется симметричной). В квантовой механике часто пренебрегают так называе-
мым спин-орбитальным взаимодействием и записывают: 
 

,ଵݍ)ߔ … , (	ݍ =  φ
,

,ଵݎ) … , ,ଵߟ)ߪ(ݎ …  	,(ߟ
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где φ(ݎଵ, …ݎ) – волновые функции координатного оператора, ߪ (ߟଵ……ߟ) – 
спиновые функции, ߟ௦	– величина спина s-ой частицы, которая может прини-
мать конечное число значений. Допустим, что мы отыскиваем координатные 
функции φ (точно или приближенно – не принципиально). Тогда нам надо 
знать, какова должна быть их симметрия (т.е. поведение) по отношению к пере-
становкам координат ݎ	тождественных частиц, чтобы можно было найти такие 
спиновые функции ߪ, для которых функция Φ(ݍଵ,…ݍ	) обладает нужной сим-
метрией. Для определённости пусть Z есть n- электронный атом с неподвиж-
ным ядром. Электрон –это фермион. Значит функция Φ должна быть антисим-
метрична при перестановках	ݍ↔ݍ, ܣ	функции	߮? Очевидный ответ: можно 
взять функции φ антисимметричными, а ߪ		– симметричными, тогда Φ – анти-
симметрична относительно перестановок ݍ↔ݍ, и, значит, антисимметричные 
φ имеют физический смысл. Второй очевидный ответ – возьмем функции 
φ(ݎଵ, …, - – антисимметричными. Тогда Φ – антиߪ )– симметричными, аݎ	
симметрична. Однако этот ответ верен только при n=2, т.к. при n≥3 антисим-
метричных ненулевых функций ߪ – не существует! Действительно, для элек-
тронов значение спина ߟ௦ = ±1/2. Поэтому у функции ߪ(ߟଵ…ߟ) при n≥3 не 
меньше двух аргументов должны совпадать. Действительно, пусть, например, 
n=3,  η2≠ η3. Тогда  η1= η2 или η1= η3 и при перестановке η1↔η2 или η1↔η3 аргу-
ментов функции σj(η1, η2, η3) эта функция не изменится. А если η2= η3, то функ-
ция   σj(η1,η2,η3) не изменится при перестановке η2↔η3 .Таким образом, функция 
σj(η1,η2,η3) не может быть антисимметричной, и, следовательно, при n≥3 сим-
метричные функции φ(ݎଵ,ݎଶ,ݎଷ) для гамильтониана H не имеют физического 
смысла. А какие имеют (кроме антисимметричных)? Ответ на этот вопрос при 
любом n≥3 даст знание теории представлений [4], хотя в данном пособии мы 
его решать не будем. 

Разумеется, указанными приложениями не исчерпываются возможности того 
предмета, который мы начнём изучать, но мы ограничимся этими. 

Содержание данного пособия соответствует первой половине курса лекций, 
читавшегося автором студентам факультета Высшая школа общей и приклад-
ной физики  Нижегородского государственного университета имени Н.И. Ло-
бачевского. 

Теория представления точечных групп и групп пространственной симметрии 
кристаллов, составлявшая вторую половину курса, в данное пособие не вклю-
чена. Автор предполагает изложить этот материал в отдельной брошюре.  
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ГЛАВА I. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
 
«Когда сомневаешься – говори правду». 

            Марк Твен (1835 – 1910) 
 

 
§	. 	Группа. Примеры групп 

1.1.1. Преобразования симметрии квантовых систем 
Пусть G={݃} – множество всех преобразований в пространстве ܴଷ={ݎ|ݎ = 

,ݔ) ,ݕ  переводящих некоторую квантовую систему Z саму в себя. Ясно, что ,{ (ݖ
множество G содержит единичное (тождественное) преобразование и для каж-
дого ݃ ∈ G обратное преобразование ݃ିଵ	также принадлежит G. Наконец, ясно, 
что если ݂, ݃, ℎ ∈	G то ݂݃ ∈ G и (݂݃)	ℎ=݂(݃	ℎ).  

Множество G определяется свойствами рассматриваемой системы Z. Мы ви-
дели во Введении, что когда, например, Z представляет собой трёхатомную мо-
лекулу с ݊ электронами и тождественными ядрами, расположенными в верши-
нах правильного треугольника, то G содержит перестановки n тождественных 
электронов и вращения множества ܦଷ (см. В4), а также их произведения друг на 
друга. А если Z – это бесконечный кристалл (т.е. периодическая  решетчатая  
структура с тождественными атомами в узлах решётки), то G содержит сдвиги 
(трансляции), ݐ: ݎݐ	 = ݎ + ݊, в которых 	݊ = ∑ ݊

ଷ
ୀଵ ܽ	, 		где		݊ −

целые		числа, 	 ܽ	 −	 некомпланарные вектора, соединяющие фиксированный 
узел решетки с тремя соседними. 

Мы видим, что элементами, входящими в G, могут быть преобразования раз-
личной природы. Поэтому для изучения свойств G целесообразно отвлечься от 
«внутренних» характеристик элементов из G и рассматривать только те их 
свойства, которые являются общими для различных множеств G и которые мы 
упомянули в начале параграфа. Так мы приходим к понятию абстрактной груп-
пы. 

1.1.2. Что такое группа? 
Определение.  Множество элементов ܩ = {݃, ݂, ℎ, … } называется группой, 

если любым двум элементам ݂, ݃ из ܩ по определённому закону ставится в со-
ответствие какой-либо элемент ℎ из ܩ и этот закон – «групповое умноже-
ние» – обладает следующими свойствами: 
I. для ∀݂, ݃ ∈ ℎ						ܩ ≔ ݂݃ ∈  ;ܩ
II. для ∀݂, ݃, ℎ ∈ (݂݃)ℎ	выполняется		ܩ = ݂(݃ℎ)	(ассоциативность умноже-

ния); 
III. ∃݁ ∈ ݃݁ такой, что ܩ = ݃݁ = ݃ для ∀݃ ∈  существование единичного) ܩ

элемента); 
IV. для ∀݃ ∈ ∃ ܩ ݃ ∈ ,такой	ܩ что	݃ ݃ = ݃݃ = ݁ (существование обратного 

элемента).  
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Элемент ݃ называется обратным к ݃ и обозначается через ݃ିଵ. Умножение в 
группе может быть не коммутативным, т.е., вообще говоря, ݂݃ ≠ ݂݃; если 
݂݃ = ݂݃ для ∀݂, ݃ ∈  .то группа называется коммутативной или абелевой 	,	ܩ
Число элементов в группе называется её порядком и обозначается |ܩ|. Если 
|ܩ| < ∞, то группа называется конечной, если |ܩ| = +∞, то группа – бесконеч-
на. Мы будем изучать, в основном, конечные группы. 

Из аксиом I-IV вытекает, что единичный элемент ݁ и обратный элемент 
݃ିଵдля каждого ݃ - единственные. Действительно, если для некоторого ݁ᇱ ∈  ܩ
и ∀݃ ∈ выполняется ݁ᇱ݃ ܩ = ݃݁ᇱ = ݃, то при ݃ = ݁ имеем 
 

݁ᇱ݁ = ݁݁ᇱ = ݁ = ݁ᇱ. 
 

Далее, если для данного ݃ и какого-то ݃ᇱ ∈ имеем ݃݃ᇱ ܩ = ݁, то, умножив это 
равенство слева на ݃ିଵ, получим  

 
݃ିଵ݃݃ᇱ = (݃ିଵ݃)݃ᇱ = ݁݃ᇱ = ݃ᇱ = ݃ିଵ݁ = ݃ିଵ 

 
и т.д. 
 
 Задание. Показать, что (݂݃)ିଵ=݃ିଵ݂ିଵ. 

Отметим, что групповая операция, которая традиционно называется «умно-
жением», на самом деле может не быть умножением в обычном смысле. Так 
например, n-мерное векторное пространство ܴ={r|r = (ݔଵ, … ,  ) } являетсяݔ
группой по сложению: единичный элемент – это нуль-вектор, обратный эле-
мент для ݎ есть –	ݎ  и т.д. 

1.1.3. Конечные группы  
Рассмотрим теперь примеры групп. Во всех примерах групповая операция – 

умножение (чисел, матриц, операторов). 
Конечные группы: 

ܩ .1 = {1} – группа, состоящая из одного элемента; 
ܩ .2 = {1, −1} – группа,  из двух элементов; 

ܩ .3 = {݁
మഏ
  , ݇ = 0,1, … , ݊ − 1} – множество корней n-ой степени из еди-

ницы; 
4. Множество ܵ перестановок n-ой степени: элементы группы – переста-

новки ݃, ݃ = ݃ = ൬ 1				2 … 	݊
		ܾଵ		ܾଶ …ܾ

൰, где 		ܾଵ, … , ܾ – это числа 1,2,…, n, 

переставленные произвольным (но фиксированным для ݃) способом. 
Если имелось n объектов, расположенных на занумерованных местах 
1,2,…, n (или в «ящиках» с номерами 1,2,…, n), то перестановка ݃ пе-
ремещает объект с k-ого места (из k-ого ящика) на место (в ящик) с но-
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мером ܾ. Произведением двух перестановок ݃ = ൬ 1				2 … 	݊
		ܽଵ		ܽଶ …ܽ

൰ и  ݃ 

является  перестановка ݃݃ = ൬
1						2 … ݊
		ܽభ 		ܽమ … 	ܽ

൰, единичный элемент 

группы 	ܵ 	− это тождественная перестановка ݁ = ቀ1				2 … 	݊
1				2 … 	݊ቁ,  об-

ратным элементом для 				݃ 							является перестановка 
݃ିଵ	=	ቀ

		ܾଵ				ܾଶ …	ܾ
1					2 … ݊		

ቁ. Легко проверить, что для перестановок  

݃ , 	݃ 	и		݃=൬ 1				2 … 	݊
		ܿଵ		ܿଶ …ܿ

൰ выполняется (݃	݃)	݃=	݃(	݃ 	݃). Таким 

образом, множество 	ܵ действительно образует группу. Очевидно 
|	ܵ|=݊!. Группа 	ܵ называется симметрической группой порядка n. 

ܩ .5 = -ଷ – множество вращений, переܦ
водящих правильный треугольник в 
себя (см. Введение). Обозначим вер-
шины этого треугольника ܣଵ, ,ଶܣ  ଷ, аܣ
оси, проходящие через вершины ܣ и 
лежащие на биссектрисах углов ∠ܣ, 
через ܽ , ݅ = 1,2,3.		Выберем далее 
систему координат так, чтобы 
,ଵܣ∆ ,ଶܣ ,ݔ ଷ лежал в плоскостиܣ  и ݕ
чтобы начало координат (точка O) 
совпало с точкой пересечения биссек-
трис углов ܣ, i=1,2,3; ось ݔ	направим	по	оси	 ܽଵ, а	ось z −	перпендику-
лярно плоскости чертежа в точке O (положительное направление – на 
читателя). Пусть С(߮) – это поворот на угол ߮ около произвольной 
(ориентированной) оси ݈. Тогда ܦଷ = )௭ܥ}

ଶగ
ଷ
݇), k=0,1,2; ܥೕ(ߨ),

݆ =1,2,3}. Докажем, что ܦଷ – группа по умножению. Положим ݃ =

= ௭ܥ ൬
ଶగ
ଷ
(݆ − 1)൰ j=1,2,3;	݃ସ=ܥభ,	݃ହ=ܥమ, ݃=ܥయ, где ܥೕ = -Оче .(ߨ)ೕܥ

видно, что ݃ଵ=ܥ௭(0) = ݁ – единичный элемент, далее легко проверить, 
что ݃ଶିଵ=݃ଷ, ݃ଷିଵ=݃ଶ и ݃ିଵ=݃ j=4,5,6. Следовательно, требования III и 
IV в определении группы выполнены. Требование II также выполняется, 
ибо ݃ , ݅ = 1, …6 − это линейные операторы в ܴଷ, а для линейных опе-
раторов умножение ассоциативно. Таким образом, для доказательства 
того, что ܦଷ − группа, нам остаётся только проверить справедливость 
включения ݃݃ ∈ ,ଷܦ ݅, ݆ = 1,2, …6. Для этого сначала заметим, что 
произведение двух любых вращений есть вращение, поскольку множе-
ство вращений в ܴଷ совпадает с множеством ܱା(3) ортогональных опе-
раторов, матрицы которых имеют определитель +1, а произведение опе-
раторов из ܱା(3) лежит в ܱା(3) [2]. Тот факт, что ݃݃ есть вращение 

 
                         y                
          a2 
                                      A3 
 
        A1                                 a1               x 
 
                            O 
 
                                         A2 
          a3 
                         Рис.1 
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именно из ܦଷ был доказан во Введении, но без нахождения элементов 
݃௦ , ݏ = ,݅)ݏ ݆), для которых ݃௦ = ݃݃ .			Однако, в дальнейшем нам пона-
добится находить произведения элементов из ܦଷ, и поэтому покажем, 
как это делать. Чтобы получить элемент ݃௦ = ݃݃ применим операторы 
݃ и ݃ последовательно к произвольной точке ݔ)ܯ, ,ݕ (ݖ ∈ ܴଷ, введя 

предварительно в ܴଷ цилиндрические координаты ߩ = ඥݔଶ +  ,ଶݕ
ߙ = ,(ଵିݔݕ)݃ݐܿݎܽ ݖ = ܯ Тогда	.ݖ = ,ߩ)ܯ ,ߙ  ,и, например 	(ݖ

 

݃ଶ݃ସ(ߩ, ,ߙ (ݖ = ݃ଶ(ߩ, ,ߙ− (ݖ− = ,ߩ) ଶగ
ଷ
− ,ߩ)݃	=(ݖ−,ߙ ,ߙ  ,ܯ݃	=(ݖ

 

т.е. ݃ = ݃ଶ݃ସ. Чтобы проверить это равенство, рассмотрим проекцию 
ܯ = ,ߩ)ܯ ,ݔ на плоскость ܯ точки (ߙ  и воспользуемся очевидными ݕ
соотношениями (см. рис.2). 

 

݃ସܯ = ܯ
ᇱ ,(ߙ−,ߩ) ݃ଶܯ

ᇱ = ܯ
ᇱᇱ ൬ߩ,

ߨ2
3
− ൰ߙ = ݃ଶ݃ସܯ 

 

݃ܯ = ቀߩ,
ߨ
3
+
ߨ
3
− ቁߙ = ൬ߩ,

ߨ2
3
− ൰ߙ = ܯ

ᇱᇱ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Задание. Построить для группы ܦଷ «таблицу умножения», т.е. заполнить 
таблицу, 
 

 ݃ଵ ݃ଶ ݃ଷ ݃ସ ݃ହ ݃ 
݃ଵ       

݃ଶ    ݃   

݃ଷ       

݃ସ       

݃ହ       

݃       

ܯ
ᇱᇱ ቀߩ, ଶగ

ଷ
−  ቁ      y         а3ߙ

                  గ
ଷ
− ,ߩ)ܯ                           ߙ  (ߙ

                                        								గ
ଷ
−  ߙ

                                    
                               గ

ଷ
                              ࢻ											

 
   a1     x        ࢻ−	                                         
          
                                                          
ܯ                                                   

ᇱ  (ߙ−,ߩ)
 
                           Рис.2 
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где в клеточке на пересечении строки ݃	со	столбцом	݃ должен быть записан 
элемент ݃௦ = ݃	݃ . 

1.1.4. Бесконечные группы 
 

ܩ .1 = ℂ\{0}, где ℂ – множество всех комплексных чисел. 
ܩ .2 = ℝ\{0}, где ℝ – множество всех вещественных чисел. 

ܩ .3 = 3	– множество всех рациональных чисел.ܩ \{0}, гдеܩ  
ܩ .4 = {݃|݃ = ܽ − ܾ√3, ∀ܽ, ܾ	 ∈ ,ܩ ݃ ≠ 0}. 
ܩ .5 −	множество обратимых квадратных матриц произвольного фиксиро-

ванного порядка n. 
-множество унитарных матриц произвольного фиксированного по – ܩ .6

рядка n. 
Пусть далее  ܭ	– линейное пространство над полем ܨ, ݊ =  и мы в ܭ݉݅݀

примерах 7)-10) рассматриваем линейные операторы, действующие из 
 .ܭ	в	ܭ

ܩ .7 −	множество обратимых операторов. 
ܩ .8 −	множество унитарных операторов,	ܨ = ℂ. 
ܩ .9 = ܱ(݊) −	множество ортогональных операторов, ܨ = ℝ. 
ܩ .10 = ܱା(݊) −	множество ортогональных операторов, матрицы которых 

имеют определитель равный единице, ܨ = ℝ. 
11. Множество Sܱ(3) вращений ݃ = -(߮) точек трёхмерного пространстܥ

ва на любые углы ߮ около всех осей ݈ = ݈⃗ , проходящих через начало ко-
ординат. В курсе линейной алгебры [2] доказывается, что Sܱ(3) совпа-
дает с множеством ܱା(3) ортогональных операторов в ܴଷ, матрицы ко-
торых имеют определитель равный единице. Поскольку для  ∀݃, ℎ ∈
ܱା(3)		выполняется 
݃ℎ ∈ ܱା(3), 	݃ିଵ ∈ ܱା(3),
(݃ℎ)݂ = ݃(ℎ݂)	и	݀݁ݐ‖݃ℎ‖ = ‖ℎ‖ݐ݁݀	‖݃‖ݐ݁݀	 = 1,			то	Sܱ(3) ≡
ܱା(3)			есть группа. Далее используем для Sܱ(3)			обозначение 
ܱା(3).			При		݃	 = (߮)ܥ	 	∈ ܱା(3)	положение оси ݈ будем задавать орби-
тальным углом ߠ с осью	ݖ, 0 ≤ ߠ ≤  и азимутальным углом ߰ между ,ߨ
проекцией оси ݈ на плоскость ݔ, 0 ,ݔ и осью ݕ ≤ ߰ <  Угол поворота .ߨ2
߮ около оси ݈ считаем лежащим в промежутке 0 ≤ ߮ ≤  Это не мешает .ߨ
рассматривать вращения ܥ(߮) при ∀߮, ибо при ߨ ≤ ߮ < -выпол ߨ2
няется ܥ(߮) = (߮′), где  ߮ᇱିܥ = ߨ2 − ߮ ∈ [0, ߨа при  -2 ,[ߨ < ߮ ≤ 0 
очевидно ܥ(߮) = ,(߮−)ିܥ где	– ߮ > 0. Так как элементы группы ܱା(3) 
определяются тремя непрерывно меняющимися параметрами  ߮,  то ,߰,ߠ
группа ܱା(3) называется трёхпараметрической непрерывной группой.  

                                                             
3 рациональные числа – это числа вида 


, где 	и	ݍ – любые целые, ݍ ≠ 0. 
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12. Полная группа вращений ܱ(3). Элементами этой группы являются все 
вращения из ܱା(3) и их произведения на инверсию ݅: ݎ݅ =  ∋ ݎ	при	ݎ−

ܴଷ. Т.к. ‖݅‖ = 	൭
−1 			0 			0
			0 −1 			0
			0 			0 −1

൱, то ‖݅‖‖݃‖ = ‖݃‖‖݅‖	при	∀	݃ ∈ ܱା(3). 

Следовательно ݃݅ = ݅݃. Отсюда легко следует, что ܱ(3) – группа. 
 

Задание.  
Проверить, будут ли группами следующие множества (групповая операция – 
умножение (соответственно чисел, матриц или операторов)). 
1. Множества ܩ в примерах 1-10. 
ܩ .2 = {݃|݃ = ܽ + ܾ√3,య ∀ܽ, ܾ ∈ ,ܩ ݃ ≠ 0}. 
 .множество обратимых эрмитовых операторов – ܩ .3
ܩ .4 = ܱି(݊) – множество ортогональных операторов, матрицы которых 

имеют определитель равный -1.  
 

1.1.5. Лемма о сдвиге 
 

Пусть ݃ଵ, … , ݃ே – все элементы группы ܩ порядка ܰ, записанные в произ-
вольной последовательности. Тогда для любого элемента ݃ ∈  элементы ܩ
݃݃ଵ , … , ݃݃ே различны и с точностью до порядка записи совпадают с ݃ଵ, … , ݃ே. 

Доказательство. Так как |ܩ| = ܰ, то достаточно доказать, что ݃ ݃ ≠ ݃݃  при 
i≠j. Но это очевидно, т.к. при ݃݃ = ݃݃, умножив это равенство слева на ݃ିଵ, 
мы получили бы, что  ݃ = ݃. 

Замечание. Аналогичный результат справедлив и для правого сдвига, т.е. для 
множества ݃ଵ݃, … , ݃ே݃. 
 

Задание. Доказать Лемму о сдвиге для бесконечных групп.    

§	. 	Подгруппа. Смежные классы 

1.2.1. Подгруппа 
Определение. Подгруппой группы ܩ называется такое подмножество эле-

ментов группы ܩ, которое само образует группу относительно групповой опе-
рации в ܩ. 

Простейшие подгруппы: единичный элемент и сама группа. Их называют не-
собственными, и, когда говорят о подгруппах, обычно имеют в виду остальные 
(собственные) подгруппы, если они есть. Поскольку нас будут интересовать 
конечные группы, дадим достаточное (и необходимое) условие того, что конеч-
ное множество ܪ ⊂  :является подгруппой. Это условие таково ܩ

(A) Для любых ݃, ℎ	из	ܪ произведение ݃ℎ должно принадлежать ܪ. 
Покажем, что если (А) выполняется, то ܪ −	подгруппа. Так как ܪ ⊂  нам ,ܩ

надо проверить только наличие в ܪ	единичного элемента и для каждого ݃ ∈  ܪ
наличие в ܪ элемента	݃ିଵ.		Пусть	݃ ≠ ݁. Тогда в последовательности ݃ , ݇ =
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1,2,3, …,		все члены которой принадлежат ܪ, все элементы не могут быть раз-
личны, ибо |ܪ| < +∞. Пусть ݉ есть наименьшее значение показателя ݇, для 
которого ݃=݃ для какого-то  ,<	݉. Тогда ݃ିଵ=݃ିଵ, что невозможно по 
определению числа ݉	при	 ≥ 	2. Значит,  = 1, т. е.		݃ = 	݃, ݃ିଵ = 	݁,
и	݃ିଶ =	݃ିଵ ибо ݃ିଶ݃ = ݁. Значит, ܪ ∋ ݁ = ݃ିଵ и ܪ ∋ ݃ିଵ	=	݃ିଶ, 
	где	݉ ≠ 2, т.к. при ݉ = 2	выполняется	݃ଶ=	݃ → 	݃ = ݁, что исключено. 
 
Задание.  

Построить пример, показывающий , что если множество ܪ (и группа ܩ) бес-
конечны, то условие (А) не является достаточным для того, чтобы множество 
 .было подгруппой ܪ
Примеры подгрупп: В группе корней из единицы степени 2݊ – множество 

ቀ݁}=ܪ
ഏ
 ቁ, ݇ − чётное}, в группе ܱା(3) - множество ܥ вращений около оси z 

на углы, кратные ଶగ


, в группе ܦଷ – множество вращений  

ଷܥ = ቄܥ௭(0), ௭ܥ ቀ
ଶగ
ଷ
ቁ , ቀସగ

ଷ
ቁቅ. 

Подгруппа ܪ, образованная степенями ݃, ݃ଶ , … ݃ одного и того же элемента, 
называется циклической, наименьший показатель ݇, для которого ݃ = ݁, назы-
вается порядком элемента ݃. Ясно, что |ܪ| = ݇. 

1.2.2. Смежные классы 
Определение. Пусть ܪ- произвольная подгруппа группы ܩ,	݃- фиксированный 

элемент из ܩ. Множество элементов ݃ܪ = {ℎ݃|∀ℎ ∈  называется правым {ܪ
смежным классом по подгруппе	ܪ. 

Образуем все возможные правые смежные классы по подгруппе ܪ, перебирая 
все элементы ݃	 ∈ -и покажем, что два любых смежных класса или совпада ,ܩ
ют, или не имеют общих элементов. 

Действительно, если классы  ݃ܪ	и	݂ܪимеют общий элемент, то ∃	ℎ, ℎ ∈  ܪ
такие, что ℎ݃ = ℎ݂. Отсюда	݃ = ℎିଵℎ݂. Но тогда ݃ܪ = ℎିଵℎ݂ܪ =  ибо в ,݂ܪ
силу Леммы о сдвиге ܪℎିଵℎ =  Таким образом  мы показали , что наличие .ܪ
хотя бы одного общего элемента у двух смежных классов приводит к их совпа-
дению. 

Далее считаем группу ܩ конечной и занумеруем элементы	ܩ	так, что сово-
купность классов ݃ܪଵ, ଶ݃ܪ , … ,   исчерпывает все различные смешанные݃ܪ
классы. Тогда, поскольку любой элемент ݃ ∈ -принадлежит одному из смеж ܩ
ных классов (݃ܪ), то 
 

ܩ =݃ܪ



ୀଵ

.																																																									(1.1) 

 

Поскольку число элементов в каждом смежном классе равно |ܪ|	и, т.к. смеж-
ные классы не содержат общих элементов, то из (1.1) следует, что 
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|ܩ| =  	(1.2)																																																									,|ܪ|
 
т.е. что порядок подгруппы является делителем порядка группы. Это утвержде-
ние называется теоремой Лагранжа. 

Подобно правым смежным классам мы можем определить левые смежные 
классы ݃ܪ, которые обладают теми же свойствами, что и правые. 
 

Задания. 
1. Пусть |ܩ| – простое число. Доказать, что для любого элемента ݃	 ∈ ,ܩ ݃ ≠

݁, множество ݃, ݃ଶ, ݃ଷ…݃(݇ − порядок	элемента	݃) совпадает с ܩ. 
2. Написать разложение группы ܦଷ (см. пример 5 из §1.1) на правые смеж-

ные классы  по подгруппе H ={ܥ௭(0), ௭ܥ ቀ
ଶగ
ଷ
ቁ , ቀସగ

ଷ
ቁ}. 

 
§	. 	Классы сопряжённых элементов 

1.3.1. Определение классов 
Определение. Пусть 	݃, ݂ ∈  Будем говорить что ݃ сопряжён элементу ݂и .ܩ

писать ݃~݂, если найдётся элемент ℎ ∈ ݃ такой, что ܩ = ℎ݂ℎିଵ. 
Ясно, что каждый элемент сопряжён самому себе 

(	т. е.		݃~݃), и	что	если	݃~݂, то	݂~݃. Кроме того, если ݃~݂	и	݂~߱, то	݃~߱ 
(транзитивность понятия сопряжения). Действительно, если ݃~݂	и	݂~߱, то для 
некоторых ℎଵ, ℎଶ ∈ ݃ выполняется ܩ = ℎଵ݂ℎଵ

ିଵ и 	݂ = ℎଶ߱ℎଶ
ିଵ. Поэтому 

݃ = ℎଵℎଶ߱ℎଶ
ିଵℎଵ

ିଵ = ℎ߱ℎିଵ, где ℎ = ℎଵℎଶ ∈ -݃~߱. Из ска		Следовательно, .ܩ
занного следует, что группу ܩ можно разбить на не пересекающиеся между со-
бой классы сопряжённых друг с другом элементов. Заметим, что один из этих 
классов всегда совпадает с единичным элементом группы. 
 
Задания.  

1. Пусть Сଵ, … , С – все классы сопряжённых элементов конечной группы 
-С со	Показать, что множество произведений элементов классов Си .ܩ
стоит из целых классов С௦ , т. е. что 

 

СС =ܽ,௦



௦ୀଵ

C௦,																																																(1.3) 

 
где ܽ,௦ – натуральные числа. 

2. Показать, что для абелевых групп число классов сопряжённых элементов 
равно порядку группы. 
 

1.3.2. Классы сопряженных элементов группы чистых вращений 
Проиллюстрируем смысл понятия «сопряжённый элемент» для группы ܩ, 

элементами которой являются какие-либо линейные обратимые преобразования 
(операторы) в любом конечномерном линейном пространстве ܭ. Если элементы 
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(преобразования) ݂	и	݃	из	ܩ сопряжены, то  найдётся такое преобразование ℎ 
∈ ,ܩ что	 
 

݃ = ℎ݂ℎିଵ.                                                      (1.4) 
 

Из операторного равенства (1.4) следует матричное равенство 
 

‖݃‖ = ‖ℎ‖ ∙ ‖݂‖ ∙ ‖ℎ‖ିଵ, 
 

где ‖݂‖, ‖ℎ‖ и т.д. – матрицы соответствующих операторов в каком-либо фик-
сированном базисе ݁ = (݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁) в ܭ. Положим ℎ = ℎିଵ. Тогда ‖ℎ‖ =
‖ℎ‖ିଵ и  
 

‖݃‖ = ‖ℎ‖ିଵ‖݂‖‖ℎ‖.																																													  (1.5) 
 

Из курса линейной алгебры известно, что правая часть равенства (1.5) даёт 
вид матрицы ‖݂‖ в новом базисе ݁′ = (	݁ଵᇱ , 	݁ଶᇱ , … , 	݁ᇱ ), полученном из базиса ݁ с 
помощью оператора перехода ℎ:	݁ᇱ = ℎ݁. Таким образом, согласно (1.5) , 
матрица ‖݃‖ оператора ݃ в базисе ݁ совпадает с матрицей оператора ݂ в базисе 
݁′. Другими словами,  сопряжённые друг другу  преобразования можно описать 
одной и той же матрицей, но отнесённой к разным базисам: ‖݃‖ = ‖݂‖ᇱ. 

Пусть, например, ܩ = ܱା(3) и  ݂- вращение на угол ߮ около некоторой оси ݈. 
Тогда для ∀ℎ ∈ ݃ элементы ܩ = ℎ݂ℎିଵ и ݂ сопряжены. Преобразование ݃ явля-
ется вращением, так как оно есть произведение 3-х вращений. В то же время 
оно сохраняет элементы на оси ℎ݈, ибо ݃ℎ݈ = ℎ݂ℎିଵℎ݈ = ℎ݂݈ = ℎ݈, так как вра-
щение ݂ не меняет оси ݈. Таким образом ݃ – вращение около оси ℎ݈. Так как 
݃	и	݂ имеют в подходящих базисах одну и ту же матрицу, то ݃, как	и	݂, есть 
вращение на угол ߮, но около оси ℎ݈. Из этих же рассуждений вытекает, что ес-
ли ݃ = ݂ బ(߮)  иܥ = -(߮) – суть повороты на один и тот же угол ߮ около разܥ
ных осей (݈	и	݈), то для любого вращения ℎ	из	ܱା(3), переводящего ось ݈ в ݈ 
(т.е. ݈ = ℎ݈) выполняется ݃ = ℎ݂ℎ

ିଵ. 
Из сказанного следует, что в группе ܱା(3) каждый класс сопряжённых эле-

ментов ܭ(߮) состоит из поворотов на один и тот же угол ߮ около всех осей, 
проходящих через начало координат, и различные классы сопряжённых эле-
ментов отличаются друг от друга величиной ߮. 

1.3.3. Классы сопряженных элементов полной группы вращений 
Рассмотрим теперь классы сопряжённых элементов группы ܱ(3), состоящей 

из всех вращений ݃ = -(߮) группы ܱା(3) и их произведений f=݃݅ на инверܥ
сию i. Пусть {ℎ݂ℎିଵ|	∀ℎ ∈ 	ܱ(3)} – класс элементов группы ܱ(3), сопряжённых 
с элементом f. Пусть сначала ݂ = (߮)ܥ ∈ ܱା(3). Тогда при ∀ℎ ∈ ܱା(3) мы по-
лучим элементы класса ܭ(߮) (см. выше). Если ℎ = ℎ݅, где	ℎ ∈ 
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ܱା(3), то	поскольку	݂݅ = ݂݅	при	∀݂ ∈ ܱା(3)	и	т. к.		݅ଶ есть единичный опера-
тор, то  
 

ℎ݂ℎିଵ = ℎ݂݅݅ℎ
ିଵ = ℎ݃ℎ

ିଵ ∈ ܱା(3). 
 
Таким образом, доказано, что при ݂ ∈ ܱା(3)	и	∀ ℎ ∈ 	ܱ(3) выполняется 
 

{	ℎ݂ℎିଵ|∀ℎ ∈  .(߮)ܭ	={ (3)ܱ	
Пусть теперь f= gi, где ݃ = (߮)ܥ ∈ ܱା(3).	 Очевидно, ℎ݂ℎିଵ = ݅ℎ݃ℎିଵ =

݅݃, где, по доказанному выше, ݃=	ℎ݃ℎିଵ ∈  :Поэтому при f=gi, имеем .(߮)ܭ
 

{	ℎ݂ℎିଵ|∀ℎ ∈ (߮)ܭ݅	={ (3)ܱ = {݅ℎ|ℎ ∈  .{݈∀|݅(߮)ܥ}	={(߮)ܭ
 

Таким образом, классы сопряжённых элементов группы ܱ(3)	– это 
 

(߮)ାܭ ≔ (߮)ିܭ и (߮)ܭ ≔ , ݅(߮)ܭ ∀	߮,  0	≤ ߮ <  ,ߨ2
 

где знаки «+» и «–» соответствуют знакам		определителей матриц операторов 
из	ܭ±(߮). 

1.3.4. Классы сопряженных элементов подгруппы 
Обсудим вопрос о том, что происходит с классами сопряжённых элементов 

при переходе от группы ܩ к произвольной подгруппе ܪ ⊂ -Ясно, что элемен .ܩ	
ты, находившиеся в различных классах группы ܩ, не могут оказаться в одном 
классе группы ܪ. В то же время элементы, сопряжённые между собой в  ܩ, мо-
гут не быть сопряжены в ܪ. Действительно, пусть ݃	, ݂ ∈ -Обозна .ܩ	в	݃~݂	и	ܪ
чим через ℎ௦ , ݏ = 1,2, …	 все элементы из ܩ, для которых ݃ = ℎ௦݂ℎ௦ିଵ. Если хотя 
бы один элемент ℎ௦ ∈   Однако, если .ܪ	в	то ݃~݂ ,ܪ
ℎ௦ ∉ ,ݏ	каком	при	ни	ܪ то	݃	и	݂	не сопряжены в ܪ, т.е. элементы из одного 
класса сопряжённых элементов в	ܩ могут оказаться в различных классах со-
пряжённых элементов подгруппы ܪ. Таким образом, если, например, ܪ ⊂
ܱା(3) и ܪ содержит повороты ܥ௫ ቀ

గ
ଶ
ቁ 	и	ܥ௬ ቀ

గ
ଶ
ቁ на угол గ

ଶ
 около осей ܱݔ	и	ܱݕ, 

лежащие в одном классе сопряжённых элементов в ܱା(3), то ܥ௫ ቀ
గ
ଶ
ቁ ௬ܥ	~	 ቀ

గ
ଶ
ቁ в 

 .ݕܱ	ось	в	ݔܱ содержит вращение, переводящее ось 	ܪ только если ,ܪ
 

Задание. Найти  классы  сопряжённых  элементов  для  группы 		ܦଷ  (пример 
3 в § 1.1) и выяснить,  что происходит с этими классами при переходе к под-
группе ܥଷ = ቄܥ௭(0), ௭ܥ ቀ

ଶగ
ଷ
ቁ , ௭ܥ ቀ

ସగ
ଷ
ቁቅ. 
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§	. 		Инвариантная подгруппа 
 

1.4.1. Определение 
 

Пусть ܪ подгруппа ܩ. Образуем множество элементов ܪ ≡ -ଵ для фиксиି݃ܪ݃
рованного ݃ ∈ ܪ Легко проверить, что .ܩ − 	подгруппа	ܩ. Если ܪ =  при ܪ
∀݃ ∈ -называется инвариантной подгруппой (другое название: нормаль ܪ то ,ܩ
ный делитель). Выясним некоторые свойства инвариантных подгрупп. Пусть ܪ 
- инвариантная подгруппа. Так как для ∀ℎ ∈ ,все элементы ݃ℎ݃ିଵ ܪ ݃ ∈ -при ,ܩ
надлежат ܪ, то ܪ содержит весь класс элементов, сопряжённых с ℎ.  Следова-
тельно, инвариантная подгруппа состоит из целых классов сопряжённых эле-
ментов. Далее, для инвариантных подгрупп левый и правый смежные классы 
совпадают, ибо ܪ = ܪ݃ .ଵ, т.еି݃ܪ݃ = ݃∀	для	݃ܪ ∈  .ܩ
 

1.4.2. Фактор-группа 
 

С помощью инвариантной подгруппы ܪ можно построить так называемую фак-
тор-группу ܪ/ܩ. Пусть ݃ܪ, i=1,…, - все различные смежные классы по под-
группе ܪ.	 Определим произведение смежных классов 	 ݃ܪ	и		݃ܪ как множест-
во элементов ݃ℎᇱ݃ℎᇱᇱ, где	ℎᇱ, ℎᇱᇱ пробегают всю подгруппу ܪ, и покажем, что 
это множество совпадает с множеством ݃݃ܪ, т.е. со смежным классом, отве-
чающим элементу ݃݃. Действительно,  
 

݃ℎᇱ݃ℎᇱᇱ= ݃݃݃ିଵℎᇱ݃ℎᇱᇱ = ݃݃ℎ෨ᇱℎᇱᇱ, 
 

где ℎ෨ᇱ = ݃ିଵℎᇱ݃ ∈  вместе с ℎᇱᇱ в силу Леммы ܪ и ℎ෨ᇱℎᇱᇱ пробегает всю группу ܪ
о сдвиге. Таким образом, 

݃ܪ ∙ ݃ܪ = ݃݃(1.6)                                            .ܪ 

Мы определили операцию умножения на совокупности смежных классов по 
инвариантной подгруппе. Эта операция удовлетворяет аксиомам I-IV группы. 
Роль единичного элемента играет класс ݁ܪ = -обратным элементом для клас ,ܪ
са 	݃ܪ является в силу (1.6) класс ݃ିଵܪ. Следовательно, смежные классы мож-
но рассматривать как элементы некоторой группы. Она называется фактор-
группой по подгруппе и обозначается через ܪ/ܩ. 
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ГЛАВА II. ИЗОМОРФИЗМ И ГОМОМОРФИЗМ.  
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП 

 
«Когда идёшь на тигра, бери длинную палку». 

            Мао Цзе-Дун (1893 – 1976) 
 

 
§	. 	Изоморфные группы 

2.1.1. Изоморфизм групп 

Определение. Группы ܩ	и	ܩ	෩ 	назовём изоморфными и будем писать ܩ	 ≈ ෩	ܩ , 
если между их элементами можно установить взаимно – однозначное соот-
ветствие, сохраняющееся при выполнении групповой операции. 

Другими словами, если ݃, ݂ ∈ ,ܩ ݃, ሚ݂ ∈ ݃ ෩и	ܩ ↔ ݃, ݂ ↔ ݂	෩ , то ݂݃ ↔ ሚ݂ ݃. В силу 
взаимно-однозначного соответствия между элементами ܩ и ܩ	෩изоморфные ко-
нечные группы имеют одинаковый порядок. Поэтому мы можем занумеровать 
их элементы так, что 
 

ܩ = {	݃ଵ, … , 	݃ே},						ܩ	෩ = { ݃ଵ, … , ݃ே}  и      	 ݃ ↔ ݃. 
 

Составим таблицу умножения для группы ܩ, т.е. определим такую функцию 
,݅)ݏ ݆) целочисленных аргументов ݅, ݆ со значениями 1, 2, … , ܰ, что ݃௦(,)=	 ݃݃ 
для ݅, ݆ = 1, 2, … ,ܰ. Тогда изоморфизм ܩ ≈ ෩	ܩ  означает, что таблица умножения 
для группы ܩ будет такой же, как для ܩ	෩ , т.е. 
 

݃௦(,)= ݃ ݃. 
 

Таким образом, если для группы ܩ произведение ݅ − ого и ݆ − ого элементов 
даёт ݇ − й  элемент, тогда то же самое имеет место для группы ܩ	෩ . Приведём 
примеры изоморфизма. 

1. Пусть элементы группы G –линейные обратимые операторы, действующие в 
линейном пространстве K над полем F, а элементы группы ܩ	෩  – матрицы 
этих операторов в каком-либо базисе пространства K. Групповые операции – 
умножение операторов (в ܩ) и матриц (в ܩ	෩ ). Каждому оператору поставим в 
соответствие его матрицу. Как доказывалось в курсе линейной алгебры, это 
соответствие – изоморфизм. 

2. Группы: {1+,1-} = ܩ (групповая операция – умножение), W = {e,i} (i – инвер-
сия ir=-r, e – тождественное преобразование) и Cz={e, Cz(ߨ)} – изоморфны 
между собой. 

Задание. Доказать, что все группы, состоящие из двух элементов, изоморфны 
друг другу. 
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2.1.2. Гомоморфизм групп 

Рассмотрим теперь класс отображений группы ܩ на группу ܩ	෩  более широ-
кий, чем изоморфизм. 

Определение. Пусть отображение группы ܩ на группу ܩ	෩  таково, что каждо-
му элементу ݃ ∈ ܩ соответствует единственный элемент ݃ из ܩ	෩   и это ото-
бражение сохраняется при выполнении групповой операции. Тогда говорят, 
что группа ܩ	෩  гомоморфна группе ܩ, или что имеет место гомоморфизм груп-
пы ܩ  на группу  ܩ	෩ , и пишут  ܩ	

ுைெ
ሱ⎯ሮ	ܩ	෩ . 

Замечание. Гомоморфное отображение ܩ	
ுைெ
ሱ⎯ሮ	ܩ	෩  является изоморфизмом, если 

оно взаимно однозначно. 
Примеры гомоморфизма.   

1. Пусть ܩ =O(3), ܩ	෩={+1,-1}. Поставим в соответствие элементу ݃ из O(3) 
число d, равное определителю матрицы ‖݃‖ в произвольном базисе про-
странства R3. То есть, если ݃	߳ O+(3), то ݃→+1, если ݃	߳ O (3)\ O+(3), то 
݃→−1. Легко видеть, что данное отображение – гомоморфизм. 

2. Пусть ܩ = ෩	ܩ→ܩ ෩={1,-1}. Отображение	ܩ ,ଷ (см. 1.1.3)ܦ  определим так:  e→1 
ܥ ,ଷଶ→1ܥ ,ଷଵ→1ܥ → −1 i=1,2,3. Используя таблицу умножения группы ܦଷ, 
легко проверить, что данное отображение – гомоморфизм. 

Задание. Показать, что если ܩ	
ுைெ
ሱ⎯ሮ	ܩ	෩ , то e→݁̃ и ݃ିଵ→ ݃ିଵ, если ݃→ ݃; здесь 

݃ ∈ ,ܩ ݃ ∈ ෩	ܩ  и e,	݁̃ – единичные элементы групп ܩ, ෩	ܩ . 

Пусть ܩ	
ுைெ
ሱ⎯ሮ	ܩ	෩ . Тогда множество  ܩ = {݃|݃ ∈ ,ܩ ݃ → ݁̃} образует инвари-

антную подгруппу группы ܩ. Действительно, если ݃ଵ → ݁̃, ݃ଶ → ݁̃, то в силу 
гомоморфизма ܩ	

ுைெ
ሱ⎯ሮ	ܩ	෩  ݃ଵ݃ଶ → ݁̃, поэтому ܪ - подгруппа. Далее, если 

݃ଵ ∈ , то ݃݃ଵ݃ିଵܪ → ݃݁̃ ݃ିଵ	=	݁̃,	т.е. элементы, сопряжённые с ݃ଵ, также при-
надлежат ܪ	и, значит, ܪ – инвариантная подгруппа. Рассмотрим все левые 
смежные классы по подгруппе ܪ	и построим фактор-группу ܪ/ܩ. 

Задание. Доказать, что группы ܪ/ܩ и  ܩ	෩  изоморфны (каждому «элементу» 
݃ܪ	из		ܪ/ܩ	поставить в соответствие элемент ݃ ∈ ෩	ܩ , отвечающий элементу 

݃ в гомоморфизме ܩ	
ுைெ
ሱ⎯ሮ	ܩ	෩ ). 

 
§	.  Конечномерные представления групп 

 
2.2.1. Определение представления 
Пусть   K – произвольное линейное пространство над полем ܨ.  
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Рассмотрим какую-либо группу ܶ, элементы которой суть линейные обратимые 
операторы, действующие из K  в K  с обычной операцией умножения между 
операторами: 
 

(ܶᇱܶᇱᇱ)x = ܶᇱ(ܶᇱᇱݔ)  при ∀x	߳	ܭ, ∀	ܶᇱ, ܶᇱᇱ	из	ܶ. 
 

Определение. Пусть задан гомоморфизм группы ܩ на группу  ܶ:݃ → ܶ, ݃ ∈
ܶ ,ܩ ∈ 	ܶ.		Тогда мы говорим, что группа операторов ܶ образует представле-
ние группы ܩ в пространстве ܭ. Пространство ܭ	называется пространством 
представления, его размерность ݀݅݉ܭ = ݊ – размерностью представления. 

Таким образом, однозначное отображение ݃ → ܶ, ݃ ∈ ܶ  ,ܩ ∈ 	ܶ называется 
представлением группы ܩ, если из соотношений  ݃ → ܶ, ݂ → ܶ вытекает, что 
ܶ = ܶ ܶ при ∀݃, ݂ ∈  .ܩ

Выберем в пространстве ܭ произвольный базис ݁ = (݁ଵ, … , ݁). Тогда каждо-
му оператору можно поставить в соответствие его матрицу ܦ в этом базисе. 
Напомним, что матричные элементы ൫ܦ൯ этой матрицы суть коэффици-
енты	разложения вектора ܶ݁	по	базису	݁: 
 

ܶ݁ =൫ܦ൯



ୀଵ

݁ . 

 
Мы уже говорили, что группа операторов { ܶ} изоморфна группе их матриц 

݃ Поэтому, если задано представление .{ܦ} → ܶ, ݃ ∈  то соответствие ,ܩ
݃ →  . Часто понятиеܦ на группу матриц ܩ  будет гомоморфизмом группыܦ
представления определяют не с помощью операторов, а с помощью матриц. 
Определение. Пусть задан гомоморфизм группы ܩ на  какую-то группу матриц 
൛ܦൟ:	݃ → ݃ ,ܦ ∈ ܦ ,ܩ ∈ ൛ܦൟ. Тогда  мы говорим, что группа матриц ܦ об-
разует представление группы ܩ, размерность матриц  ܦ мы назовём размер-
ностью представления. 

Пусть ݃ →  , размерности n. Тогдаܦ матрицами ܩ  представление группыܦ
взяв произвольное  n –мерное пространство ܭ и зафиксировав в нём какой-либо 
базис ݁ଵ, … , ݁, мы можем рассматривать каждую матрицу ܦ как матрицу не-
которого линейного оператора ܶ в ܭ в базисе ݁ଵ, … , ݁. Ясно, что группы  ൛ܦൟ 
и{ ܶ} будут изоморфны, поэтому соответствие ݃ → ܶ есть гомоморфизм. Из 
сказанного следует, что определения представления с помощью операторов и с 
помощью матриц эквивалентны и мы можем пользоваться любым из них. 
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2.2.2. Эквивалентные представления  
Рассмотрим, что происходит с представлением  ݃ →  , когда мы переходимܦ

в пространстве  ܭ к новому базису. Пусть ܣ = {ܽ} – произвольная обратимая 
матрица и ఫ݁ = ∑ ܽ

ୀଵ ݁ 	, ݆ = 1, … ݊ − новый	базис	в	ܭ.		 Тогда как известно из 
курса линейной алгебры, в новом базисе матрицы ܦ принимают вид 
 

෩ܦ =  .ܣܦଵିܣ
 
Таким образом, линейное преобразование базиса в ܭ приводит к преобразова-
нию подобия матриц ܦ. Легко видеть, что соответствие ݃ → ,෩ܦ ݃ ∈  также ܩ
является представлением группы ܩ. Оно называется эквивалентным представ-
лению ݃ →   . Дадим общееܦ
 

Определение.   Представления ݃ → ᇱܦ  и ݃ → -называются экви ,ܩ  ᇱᇱ группыܦ
валентными, если существует такая неособенная матрица ܤ, что 
 

ᇱᇱܦ = ݃∀ 			ܤᇱܦଵିܤ ∈  (2.1)                                      .ܩ
 

Из сказанного следует, что эквивалентные матричные представления можно 
рассматривать как одно и то же операторное представление, матрицы которого 
записаны в различных базисах. 

С другой стороны, пусть даны эквивалентные матричные представления 
݃ → ᇱܦ , ݃ →  и пусть для некоторой матрицы B выполняется равенство		ᇱᇱܦ
(2.1). Тогда, если  ввести в пространстве		ܭ	операторы ܲ, 	 ܶᇱ	и		 ܶᇱᇱ так, что в ба-
зисе пространства ܭ		выполняется	ฮ ܶ

ᇱฮ = ᇱܦ	 , ฮ ܶ
ᇱᇱฮ = ‖ܲ‖ ,ᇱᇱܦ	 = -то, оче ,ܤ

видно, отображения ݃ → 	 ܶ
ᇱ, ݃ → ܶ

ᇱᇱ будут представлениями группы 
 и в силу (2.1) будет справедливо соотношение ,ܭ	пространстве	в		ܩ

ܶ
ᇱᇱ = ܲିଵ ܶ

ᇱܲ.                                             (2.2) 
 

Определение. Представления ݃→ ܶ
ᇱ и ݃→ ܶ

ᇱᇱ группы ܩ в линейном простран-
стве K назовём эквивалентными, если существует такой линейный обрати-
мый оператор P, действующий из K в K, что выполняется равенство (2.2). 

Из сказанного следует, что определения эквивалентности представлений в 
матричной и в операторной форме равносильны. 

§	.  Представления в пространствах со скалярным произведением 

2.3.1. Унитарные операторы и матрицы 
Пусть   K – унитарное n – мерное пространство, т.е. линейное n – мерное про-

странство со скалярным произведением (∙,∙) над комплексным полем. Напом-
ним определения унитарного оператора и унитарной матрицы. Линейный опе-
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ратор ܷ, действующий из K в K, называется унитарным, если он сохраняет ска-
лярное произведение: 

,ݔܷ) (ݕܷ = ,ݔ) ,ݔ	∀ 	для	(ݕ ݕ ∈  (2.3)                            .ܭ

Важное свойство унитарных операторов – равенство обратного и сопряжённо-
го: ܷ∗ = ܷିଵ т.е. 

,ݔܷ) (ݕ = (ݕ∗ܷ,ݔ) = ,ݔ) ܷିଵ(2.4)                               .(ݕ 
 

Определение. Матрица D=	൫ܦ൯	= ‖ܷ‖	унитарного оператора U в ортонорми-
рованном базисе называется унитарной. Для неё верно равенство ܦ∗ =  ଵиିܦ
выполняются равенства 

,ݔܦ) (ݕܦ = ,ݔ) ,(ݕ ,ݔܦ) (ݕ = ,ݔ) (ݕ∗ܦ = ,ݔ)  (2.5          ,(ݕଵିܦ
 

где x,y – любые вектора из K, Dx – произведение матрицы D на вектор-столбец  

x=

⎝

⎛

.ଵߦ
.
.
⎠ߦ

⎞, то есть Dx =

⎝

⎜
⎛
.ଵ(ݔܦ)
.
.

⎠(ݔܦ)

⎟
⎞

- – координаты вектора x в ортонормированߦ ,

ном базисе ݁ଵ, … , ݁ , (ݔܦ) = ∑ (ܦ)
ୀଵ  ,, следовательноߦ

ݔܦ	 = ∑ ൫∑ (ܦ)
ୀଵ ൯ߦ

ୀଵ 	 ݁ =  Напомним также определение унитарной 	.ݔܷ
матрицы через свойства её элементов. Матрица D называется унитарной, если 
её столбцы суть ортонормированные вектора, т.е. если 

ܦ௦



௦ୀଵ

ഥ௦ܦ ߜ	= 	.																																																		(2.6)	 

 
Равенства (2.5), (2.6) с одной стороны следуют из унитарности оператора U, для 
которого D=‖ܷ‖, а с другой – любое из них может быть принято за определе-
ние унитарной матрицы.  

2.3.2. Существование унитарного представления 
Матричное {операторное} представление ݃ → ݃	}	ܦ	 → 	 ܶ} называется уни-

тарным, если матрица ܦ {оператор ܶ	в пространстве ܭ} унитарна {унитарен} 
при ∀݃ ∈  .ܩ
Теорема 2.1. Конечномерное представление конечной группы эквивалентно 
унитарному. 
Доказательство мы проведём для представлений, заданных в операторной фор-
ме. Пусть ݃ → 	 ܶ

ᇱ	 – представление конечной группы ܩ в линейном пространст-
ве K со скалярным произведением (∙,∙) и ортонормированным базисом ݁	 =
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{݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁}. Пусть P – произвольный линейный обратимый оператор, дейст-
вующий из ܭ	в	ܭ и ܶ

ᇱᇱ = 	ܲିଵ ܶ
ᇱܲ. Покажем, что можно найти такой оператор 

ܲ, что операторы ܶ
ᇱᇱ будут унитарны в ܭ, а т.к. базис ݁ – ортонормированный, 

то и матрицы 
 

ᇱᇱ= ฮܦ ܶ
ᇱᇱฮ=‖ܲ‖ିଵฮ ܶ

ᇱฮ‖ܲ‖ 

операторов ܶ
ᇱᇱ  будут унитарными. 

Введём в пространстве ܭ новое скалярное произведение (ݔ,  ଵ равенством(ݕ

,ݔ) ଵ(ݕ =:
1
|ܩ|

( ܶ
ᇱݔ,

∈ீ
ܶ
ᇱ(ݕ																																											(2.7) 

 
(проверьте, что формула (2.7) действительно определяет скалярное произведе-
ние). Пусть ݁′	 = {݁ଵᇱ , ݁ଶᇱ , … , ݁ᇱ } – базис в K, ортонормированный в смысле ново-
го скалярного произведения, и P – оператор перехода от базиса e к базису e′: 

											 ݁ᇱ=ܲ ݁ , ݆ = 1,2, … , ݊.                                           (2.8) 
 

Утверждается, что операторы ܶ
ᇱᇱ= ܲିଵ ܶ

ᇱP унитарны в старом скалярном про-
изведении. Для доказательства этого факта нам понадобятся соотношения: 

,ݑܲ) ଵ(ݒܲ = ,ݑ) ,ݑ∀	при	 (ݒ ݒ ∈  (2.9)                             ,ܭ
 
					൫ ܶ

ᇱݑ, ܶ
ᇱݒ൯

ଵ
= ,ݑ) ,ݑ∀  ,݃∀	при	ଵ(ݒ ݒ ∈  (2.10)                   .ܭ

 
Докажем их.  
Пусть ݑ = ∑ ߦ

ୀଵ ݁, ݒ = ∑ ߟ
ୀଵ ݁ − произвольные вектора из ܭ. Очевидно, 

,ݑܲ) ଵ(ݒܲ =  ߦ



,ୀଵ

ఫഥߟ ൫ܲ݁ , ܲ ݁൯ଵ =  ߦ



,ୀଵ

ఫഥߟ ൫݁′, ݁′൯ଵ =ߦ



ୀଵ

పഥߟ = ,ݑ)  ,(ݒ

т.е. (2.9) доказано.  

Переходим к доказательству (2.10). Имеем: 

൫ ܶ
ᇱݑ, ܶ

ᇱݒ൯
ଵ
=

1
|ܩ|

൫ ܶ
ᇱ
ܶ
ᇱݑ, ܶ

ᇱ
ܶ
ᇱݒ	൯

∈ீ

=
1
|ܩ|

൫ ܶ
ᇱ ,ݑ ܶ

ᇱ ൯	ݒ
∈ீ

=
1
|ܩ|

( ܶ
ᇱݑ, ܶ

ᇱݒ	)
∈ீ

	= ,ݑ)  ଵ(ݒ

 
Здесь мы использовали равенство ܶ

ᇱ
ܶ
ᇱ= ܶ

ᇱ , верное потому, что операторы ܶ
ᇱ 

образуют представление группы ܩ, и Лемму о сдвиге, согласно которой  при 
любом фиксированном ݃	 ∈ выполняется  {ℎ|ℎ ܩ = ݂݃, ∀݂ ∈ {ܩ = -Таким об .ܩ
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разом, соотношения (2.9), (2.10) доказаны. Покажем теперь, что оператор ܶ
ᇱᇱ  - 

унитарен. Используя (2.9) c ݑ = ܲିଵ ܶ
ᇱܲݒ ,ݔ = ܲିଵ ܶ

ᇱܲݕ видим, что 

൫ ܶ
ᇱᇱݔ, ܶ

ᇱᇱݕ൯ = ൫ܲିଵ ܶ
ᇱܲݔ, ܲିଵ ܶ

ᇱܲݕ൯ 	= ൫ ܶ
ᇱܲݔ, ܶ

ᇱܲݕ൯
ଵ
	∀݃.        (2.11) 

 
Далее сначала в силу (2.10) с ݑ = ,ݔܲ ݒ = ݑ а потом в силу (2.9) с ,ݕܲ = ,ݔ ݒ =  ݕ
имеем 

									൫ ܶ
ᇱܲݔ, ܶ

ᇱܲݕ൯
ଵ
= ,ݔܲ) ଵ(ݕܲ = 	 ,ݔ)  (2.12)                          .(ݕ

 
Из (2.11), (2.12) следует утверждение Теоремы.  
 

§	.  Представления групп в задачах квантовой механики 

2.4.1. Инвариантность гамильтонианов при преобразованиях симметрии 
Прежде, чем изучать свойства представлений, покажем, как они естествен-

ным образом возникают в задачах квантовой механики. Рассмотрим, например,  
квантовую систему ܼ, состоящую из ݊	электронов в кулоновском поле одного 
или нескольких неподвижных ядер4. Гамильтониан такой системы (ݎ)ܪ имеет 
вид 

(ݎ)ܪ = 	−
ℏଶ

2݉
∆ + ,(ݎ)ܸ


ୀଵ

 

где ħ=h/2π, h – постоянная Планка, m- масса электрона, ݎ =(	ݔ, ݕ , - )– коордиݖ
наты i -го электрона, ݎ = (ݎଵ,…,ݎ), ∆=

డమ

డ௫
మ +

డమ

డ௬
మ +	

డమ

డ௭
మ	
		,		V(r) – сумма потен-

циалов взаимодействия электронов между собой и с неподвижными ядрами, 
ܴଷ={	ݎ}. Оператор (ݎ)ܪ рассматривается в пространстве ℒ	ଶ(ܴଷ)	в области 

ࣞு = (ݎ)߰|(ݎ)߰} ∈ 	 Cଶ(ܴଷ)	кусочно	, න(|߰|ଶ + |∇߰|ଶ + (ଶ|߰ܪ|
ோయ

ݎ݀ < +∞}. 

Пусть G={݃} – группа преобразований в ܴଷ, для которых ܼ݃ = ܼ. Такая 
группа называется группой симметрии системы ܼ. Т.к. ܼ݃ = ܼ при  ݃ ∈   то и ,ܩ

(ݎ݃)ܪ = ݃∀				(ݎ)ܪ	 ∈  (2.13)                                       ,ܩ
 

где	݃ݎ = 	 ,ଵݎ݃) ,ଶݎ݃ … ,  состоит из ܩ ). Для систем типа атомов или молекулݎ݃
перестановок тождественных частиц, некоторых вращений из ܱ(3) и их произ-
ведений друг на друга. Поэтому при ݃	 ∈  :всегда выполняется равенство ܩ	

                                                             
4 Если ядро одно, то мы принимаем его положение за начало координат. 
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									∆



ୀଵ

= 	∆



ୀଵ

																																														(2.14) 

 
(проверить самостоятельно!). Следовательно, для справедливости (2.13) надо , 
чтобы  

(ݎ݃)ܸ = 	݃∀		при				(ݎ)ܸ	 ∈  (2.15)                            ,ܩ	
 

Именно это требование математически определяет, из каких преобразований 
݃ состоит группа ܩ. Например, если Z – трёхатомная молекула с n электронами  
и тождественными ядрами, расположенными в вершинах правильного тре-
угольника, то (2.15) выполняется при ݃ = 	݃′݃′′, где	݃′ ∈ ܵ , ݃′′ ∈	D3 (см. Введе-
ние). Если Z – n- электронный атом, то (2.15) верно для ݃ = 	݃′݃′′, где ݃′ ∈
	Sn, ݃ᇱᇱ ∈ 	ܱ(3) и т.д. Очевидно, что при ψ(r)∈ ࣞH выполняется ߰(݃ݎ) 	∈
	ࣞH	при		любом	݃ ∈ 	.ܩ

2.4.2. Представления групп симметрии в собственных подпространствах 
Пусть ߣ	– собственное значение оператора (ݎ)ܪ	и	 ఒܷ – соответствующее соб-

ственное подпространство, т.е. для ∀ݑ ∈ ఒܷ 

H(r)u(r)=	ߣu(r). 

Т.к. это соотношение верно при ∀r , то оно сохраняется при замене r на ݃ିଵݎ. 
Имеем 

H(݃ିଵr)u(݃ିଵr)=	ߣu(݃ିଵr),  	݃ ∈  .ܩ

Отсюда в силу (2.13) 

H(r)u(݃ିଵr)=	ߣu(݃ିଵr) 

Следовательно, функция u(݃ିଵr) ∈ ఒܷ. Определим в собственном подпро-
странстве ఒܷ  оператора  (ݎ)ܪ операторы ܶ, ݃ ∈  равенствами ,ܩ

ܶ(ݎ)ݑ= u(݃ିଵr) 

и покажем, что соответствие ݃ → 	 ܶ есть представление группы ܩ в простран-
стве ఒܷ. Действительно, по доказанному, пространство ఒܷ	инвариантно для 
операторов ܶ и при ݃, ℎ	 ∈ 	имеем	ܩ

ܶ ܶ(ݎ)ݑ = 	 ܶݑ(ℎିଵݎ) = ܶݑ(r)=	ݑ(݃ିଵr)=	ݑ(ℎିଵ݃ିଵݎ)= ݑ((݃ℎ)ିଵݎ) = 	 ܶ	(ݎ)ݑ, 

где мы полагали ݑ(r)=	ݑ(ℎିଵݎ). Таким образом, доказано, что ܶ ܶ= ܶ и, зна-
чит, отображение ݃→ ܶ есть представление группы ܩ	в ఒܷ. Так как элементы ݃ 
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есть ортогональные преобразования в ܴଷ,	то представление ݃→ ܶ унитарно, 
ибо 

൫ ܶݑ, ܶݒ	൯ 	= න തതതതതതതതതതത(ݎଵି݃)ݒ(ݎଵି݃)ݑ

ோయ
ݎ݀ = න ݎതതതതതത݀(ݎ)ݒ(ݎ)ݑ

ோయ
= 	 ,ݑ)  .(ݒ

Таким образом, в собственном подпространстве оператора H(r), отвечающем 
собственному значению ߣ, построено унитарное представление группы сим-
метрии этого оператора. Тип этого представления и его свойства определяются 
свойствами волновых функций ߰(ݎ) из ఒܷ. Поэтому, классифицируя представ-
ления групп симметрии гамильтонианов квантовых систем, мы тем самым уз-
наём и классифицируем возможные свойства симметрии функций из ఒܷ. Имен-
но на этом основано применение теории представлений в задачах квантовой 
механики и физики твёрдого тела. 

Отметим, что для перехода от представления группы ܩ унитарными операто-
рами ܶ к представлению унитарными матрицами достаточно выбрать в ఒܷ	ор-
тонормированный базис ߰ଵ(ݎ),… ,߰(ݎ) и построить матрицы ܦ операторов 
ܶ обычным образом: 

 

ܶ߰ =൫ܦ൯௦



௦ୀଵ

߰௦, ݃ ∈  .	ܩ
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ГЛАВА III. ПРИВОДИМЫЕ И НЕПРИВОДИМЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
 

«Назвался груздем – полезай в кузов». 
            Русская пословица 

 
 

§	.  Приводимые представления и их разложение на неприводимые 
 

3.1.1. Определения приводимых и неприводимых представлений 
Пусть ݃→ ܶ – представление группы ܩ	 в унитарном n – мерном пространстве 
 ,назовём инвариантным для представления ݃→ ܶ	ܭ ᇱизܭ Подпространство .ܭ
если для ∀ ݔᇱ߳	ܭᇱи ∀݃	 ∈ ᇱݔвыполняется  ܶ		ܩ	 	 ∈  .ᇱܭ	
Определение.   

Представление группы ܩ операторами  ܶ называется неприводимым в ܭ, 
если в пространстве ܭ не существует инвариантных для всех операторов ܶ, 
݃	 ∈  .или с нуль – вектором ܭ подпространств, не совпадающих с 	,	ܩ	

Представление ݃→ ܶ группы ܩ операторами ܶ в пространстве ܭ назовём 
приводимым, если в пространстве ܭ существует подпространство 	ܭᇱ, 
ᇱܭ	 ≠ ᇱܭ	 ,ܭ	 ≠  .инвариантное для всех операторов ܶ 	,{ߠ}

Выясним, какой вид имеют матрицы операторов ܶ приводимого в простран-
стве ܭ представления при подходящем выборе базиса. Пусть ܭ෩(ଵ)- инвариант-
ное для всех операторов ܶ, ݃	 ∈ ݉ и ܭ подпространство из ,ܩ	 = -෩(ଵ). Поܭ݉݅݀
строим в ܭ базис, взяв в качестве первых ݉ базисных векторов базисные векто-
ра пространства ܭ෩(ଵ). Тогда матрица ܦ оператора ܶ в ܭ будет иметь вид, в ко-
тором матричные элементы ݉ первых столбцов, начиная с (݉ + 1)-ой строки, 
равны нулю: 

 

൫ܦ൯௦ = ݏ		0 = 1,… ,݉, ݅ = ݉ + 1,… , ݊, 
 
т.е. 
 

ܦ = ൭
෩ܦ
(ଵ) ෩ܦ

(ଶ)

0 ෩ܦ
(ଷ)൱, 

 

где	ܦ෩
() – матрицы размерностей ݉ ×݉ при ݇ = 1,	 ݉ × (݊ − ݉)	при	݇ = 2,

(݊ − ݉) × (݊ −݉)	при	݇ = 3. Очевидно, ܦ෩
(ଵ) = ฮ ܶฮ෩(భ) – матрица оператора 

ܶ в подпространстве  ܭ෩(ଵ). Пусть ܭ෩(ଶ) – ортогональное дополнение простран-
ства ܭ෩(ଵ) до ܭ: 
 

	ݕ|ݕ} = ෩(ଶ)ܭ ∈ ,ܭ	 ,ݕ) (ݔ = 0	для	∀ݔ	 ∈   .{෩(ଵ)ܭ
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Как известно [2], 
 

ܭ =  .෩(ଶ)ܭ⊕෩(ଵ)ܭ
 

Если операторы ܶ унитарны в ܭ, то подпространство ܭ෩(ଶ) также инвариантно 
для операторов ܶ, ибо ܶ

∗ = ܶ
ିଵ и, значит, для	∀ݕ ∈ ݔ∀	и	෩(ଶ)ܭ ∈ -෩(ଵ) выполняܭ

ется 
 

( ܶݕ, (ݔ = ,ݕ) ܶ
ିଵݕ) = (ݔ, ܶషభݔ) = (y,ݔᇱ) = 0, 

 

	где	ݔᇱ = ܶషభݔ ∈  взять ܭ ෩(ଶ). Поэтому, если в качестве базиса в пространствеܭ
базис, составленный из базисов подпространств ܭ෩(ଵ)	и	ܭ෩(ଶ), то матрица ܦ 
примет блочно- диагональный вид 
 

൭
ܦ
(ଶଵ) 0

0 ܦ
(ଶଶ)൱, 

 
где	первый	блок	размерности  ݉ ×݉ есть матрица  ܦ

(ଶଵ) = ෩ܦ
(ଵ)оператора ܶ	 

в ܭ෩(ଵ)	и второй – матрица ܦ
(ଶଶ) размерности  (݊ −݉) × (݊ −݉) – это матрица 

оператора ܶ	 в ܭ෩(ଶ). 

3.1.2. Разложение пространства представления 

Обозначим через ܶ
() оператор ܶ, рассматриваемый в пространстве ܭ෩(), 

݅=1,2. Очевидно, ܦ
(ଶ) есть матрица оператора ܶ

() в ܭ෩() и соответствия 
݃→ ܶ

()и ݃ →ܦ
(ଶ)	݅=1,2 суть представления группы ܩ в пространствах  ܭ෩(), 

݅=1,2. Если хотя бы одно из этих представлений, например ݃→ ܶ
(௦), приводимо, 

то мы можем повторить для него в пространстве ܭ෩(௦) те же рассуждения, кото-
рые были проведены для представления ݃→ ܶ в пространстве ܭ: представить 
пространство ܭ෩(௦) в виде суммы двух подпространств, инвариантных для опе-
раторов ܶ

(௦), ݃ ∈  ෩(௦) из базисов этих подпространств иܭ образовать базис в ,ܩ
убедиться, что матрицы операторов ܶ

(௦) в этом базисе будут иметь в ܭ෩(௦) блоч-
но-диагональный вид. 

Продолжая этот процесс, мы, в итоге, разложим исходное пространство ܭ в 
прямую сумму инвариантных для операторов ܶ, ݃	 ∈  :()ܭ подпространств ,ܩ	
 

ܭ =⊕ܭ()


ୀଵ

, ݇ ≥ 2, 
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причём в каждом из этих подпространств представление ݃→ ܶ неприводимо. 
Взяв в качестве базиса в ܭ выписанные последовательно базисные вектора про-
странств ܭ(ଵ),	ܭ(ଶ), … , -෩ операторов ܶ в поܦ мы получим, что матрицы ,()ܭ
строенном базисе будут иметь (для всех ݃	߳	ܩ), одинаковую блочно-
диагональную структуру из ݇ блоков ܦ

()		݅=1,2,…, ݇, размерностей ݉ =
 расположенных для каждого ݅ на пересечении строк с номерами ,()ܭ݉݅݀
ିଵܯ + ିଵܯ  и столбцов с номерами ݏ + ,ݏ где ,ݐ ݐ = 1,2, … ,݉, ିଵܯ	 = ݉ +
⋯+݉ିଵ, ݉ = 0 
 

෩ܦ ≡

⎝

⎜
⎛
ܦ
(ଵ) 0

0 ܦ
(ଶ) ⋯ 0

0
⋮ ⋱ ⋮

0 0 ⋯ ܦ
()
⎠

⎟
⎞

 

          Рис.3. 
 

Таким образом, мы видим, что каждое унитарное приводимое представление 
݃→ ܶ может быть разложено на неприводимые. При этом матрицы ܦ опера-
торов ܶ становятся блочно-диагональными матрицами ܦ෩ с одинаковым рас-
положением и размером блоков для всех ݃	߳	ܩ. Приведение матриц ܦ к блочно 
– диагональному виду ܦ෩ осуществляется с помощью выбора в пространстве 
представления ܭ нового базиса, составленного из базисов подпространств ܭ() 
⊆ -есть матрица перехода от старо ܣ инвариантных для операторов ܶ. Если ,ܭ	
го базиса к новому, то ܦ෩ =  Следовательно, условием приводимости .ܣܦଵିܣ
представления ݃→ ܦ, заданного в матричной форме (матрицы ܦ - унитар-
ные!), является существование такой неособенной матрицы ܣ, что матрицы ܦ෩ 
– блочно-диагональны.  

Ближайшие цели курса : получить критерии неприводимости (и приводимо-
сти) представлений, оценить число не эквивалентных неприводимых представ-
лений данной группы и научиться практически разлагать данное приводимое 
представление на неприводимые, включая нахождение подпространств исход-
ного пространства, в которых представление неприводимо. 

§	.  Леммы Шура 

Изучение свойств неприводимых представлений базируется на двух леммах, 
названных в честь их автора – математика Шура. 

3.2.1. Первая лемма Шура  
Пусть ݃→ ܦ - неприводимое представление группы ܩ и матрица  ܣ комму-

тирует с матрицами ܦ для всех ݃	 ∈   :ܩ	
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݃∀			ܣܦ=ܦܣ ∈  (3.1)                                              ܩ
 
Тогда матрица ܣ кратна единичной, т.е. 

ܣ =  ,ܧߣ	
где ܧ - единичная матрица, ߣ - константа, определяемая матрицей ܣ. 

Доказательство. Рассмотрим уравнение ݔܣ =  в унитарном пространстве ݔߣ	
представления ܭ. Так как в унитарном пространстве любая матрица имеет по 
крайней мере одно собственное значение, то найдётся такое ߣ и вектор ݔ	߳	ܭ, 
ݔ ≠ ݔܣ что 	,ߠ =   . В силу (3.1)ݔߣ
 

ݔܣܦ=ݔܦܣ =  ,                                    (3.2)ݔܦߣ	
 

и, значит, вектора  ܦݔ для всех ݃ ∈  ܣ  являются собственными для матрицы ܩ
и отвечают тому же собственному значению ߣ, что и ݔ. Пусть ఒܷబ  – собствен-
ное подпространство матрицы  ܣ, отвечающее собственному числу ߣ. Из (3.2) 
следует, что подпространство ఒܷబ  инвариантно для матриц ܦ. Но представле-
ние  ݃→ ܦ неприводимо и поэтому или ఒܷబ = или ఒܷబ 	,{ߠ} = -Первый слу .ܭ	
чай невозможен, ибо ఒܷబ ∋ ݔ ≠ Значит, ఒܷబ .ߠ =  и, следовательно, действие ܭ	
матрицы ܣ на любой вектор ݔ	 ∈ 	 ఒܷబ ≡ -. Поߣ на число ݔ это умножение – ܭ
этому матрица ܣ кратна единичной матрице ܧ (равна ߣ ܧ). 

Отметим, что для приводимых представлений лемма не верна. Действитель-
но, в подходящем базисе матрицы приводимых представлений имеют блочно-
диагональный вид ܦ и состоят не менее чем из двух блоков размерностей 
݉	и	݊ − ݉, т.е. 
 

൫ܦ൯௦௧ = 	൫ܦ൯௧௦ = 0 при ݏ = 1, … ,݉, ݐ = ݉ + 1,… , ݊. 
 

Поэтому они будут коммутировать с диагональными матрицами ܣ	=(ܽ), 
ܽ = 0		݅ ≠ ݆, 	ܽ = ܽ, ݅ = 1, … ,݉, 	ܽ = ܾ, ݅ = ݉ + 1,… , ݊	 при любых ܽ и ܾ. 

Таким образом, мы установили следующий факт: для того, чтобы представ-
ление  ݃→ ܦ  было неприводимо, необходимо и достаточно, чтобы равенство 
(3.1) выполнялось только для матриц	ܣ, кратных единичной. 

3.2.2. Вторая Лемма Шура 

Пусть ݃ → ܦ
(௦), s=i,j – какие-либо неприводимые представления группы G 

размерностей ݊	и ݊ 	и матрица A, имеющая ݊	 строк и ݊   столбцов, такова, 
что  

ܦܣ
()=ܦ

()(3.3)                                                  .ܣ  
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Тогда, если представления ܦ
() и ܦ

()не эквивалентны, то матрица A – нулевая.  
Доказательство. Пусть ܴ 	и ܴ – два линейных пространства размерностей 

݊	 и ݊, ߠ 	и ߠ – нуль-вектора этих пространств и  

ܴ
 = ݔ|ݔ} ∈ ܴ, ݔܣ =   .{ߠ

Если ݔ ∈ 	 ܴ
,	то в силу (3.3)  

ܦܣ
()ܦ=ݔ

()ݔܣ = ܦ
()ߠ =  ,ߠ

т.е. ܦ
()ݔ ∈ 	 ܴ

 при ∀ݔ ∈ ܴ
 и, значит, подпространство	 ܴ

	инвариантно для 
представления  ܦ

(). Но представление g→ ܦ
() неприводимо в ܴ. Следова-

тельно ܴ
 = или  ܴ {ߠ}

= ܴ. Если  ܴ
= ܴ, то  ݔܣ = ݔ∀ при	ߠ ∈ ܴ и, значит, 

матрица ܣ - нулевая, т.е. если ܴ
= ܴ, то Лемма доказана. 

Рассмотрим случай ܴ
 =  и покажем, что он невозможен.  Пусть {ߠ}

ܴ = ݔ|ݔܣ} ∈ ܴ}. 

Докажем, что ܴ=ܴ. Действительно, для ∀ݕ ∈ ܴ найдётся ݔ ∈ ܴ, так что  
ݕ =  .  В силу соотношения (3.3)ݔܣ

ܦܣ
()ݔ	=	ܦ

()ݔܣ = ܦ
()ݕ                                    (3.4) 

 

и, значит, подпространство  ܴ инвариантно для матриц ܦ
(). Т.к. представление 

g→ ܦ
() неприводимо, то либо ܴ={ߠ}, либо ܴ=ܴ. Случай ܴ={ߠ}	 невозмо-

жен, ибо он означает, что подпространство ܴ
={ݔ|ݔ ∈ ܴ, ݔܣ =  } совпадает соߠ

всем пространством ܴ, а мы рассматриваем ситуацию, когда ܴ
 =  Значит .{ߠ}

ܴ=ܴ, т.е. ܣ ܴ = ܴ. Кроме того, заметим, что поскольку ܴ
 = ଵݔܣ  то ,{ߠ} ≠

ଵݔ ଶ приݔܣ ≠ ଵݔ)ܣ ଶ, ибо иначеݔ − (ଶݔ = ,ߠ а	(ݔଵ − (ଶݔ ≠  , что невозможноߠ	

при ܴ
 = Следовательно, отображение ܴ .{ߠ}


→ܴ взаимооднозначно. Поэто-

му и		т. к.		ܣ ܴ = ܴ, обратная матрица ିܣଵ существует; применив её к обеим 
частям равенства (3.3), получим соотношение 
 

ܦ
() =ିܣଵܦ

()ܣ, 
 

показывающее, что  представления ܦ
() и ܦ

()	эквивалентны. А это запрещено 
условием Леммы. Полученное противоречие есть следствие предположения, 
что ܴ

 = Поэтому ܴ .{ߠ}
 ≠  .и Лемма доказана {ߠ}
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Задания.  
1. Выяснить, нужна ли для справедливости лемм Шура унитарность матриц, 

участвующих в формулировках лемм? 
2. Найти общий вид матриц, коммутирующих с матрицами ܦ приводимого 

представления.  
3. Доказать, что для любого неприводимого представления. g→ܦ сумма 

матриц, отвечающих всем элементам произвольного класса ܥ	сопряжен-
ных  элементов группы ܩ, равна ܧߣ, где ߣ - некоторая константа, завися-
щая от ܥ, и ܧ - единичная матрица. 

4. Пусть для матриц неприводимых представлений ܦ
() и ܦ

() и матрицы ܣ 
выполняется равенство (3.3) и известно, что ܦ

() =	ିܤଵܦ
()ܤ для некото-

рой матрицы ܤ. Что можно сказать о матрице ܣ? 
 

§	.  Соотношения ортогональности 

3.3.1. Случай неэквивалентных представлений 
 

Используя леммы Шура, можно получить соотношения между элементами 
матриц неприводимых представлений. 

Пусть  ܦ
() и ܦ

() – матрицы двух неприводимых унитарных представлений 
группы ܩ порядка ܰ; ݊	 и ݊ – размерности этих представлений. Докажем, что 
 

∑ ቀܦ
()ቁ

ఓఔ	ఢீ ቀܦഥ
()ቁ

ఒఉ
= 0,																																							(3.5) 

при	∀ߤ, ,ߥ ,ߣ ,ߚ если ܦ
()	и	ܦ

() не эквивалентны, и 
 

∑ ቀܦ
()ቁ

ఓఔ	ఢீ ቀܦഥ
()ቁ

ఒఉ
= 	  (3.6)																							ఉఔ݊ିଵ,ߜఒఓߜ|ܩ|

если	ܦ
() ≡ ܦ

(). 
Доказательство равенств (3.5), (3.6) целиком основано на леммах Шура и со-
стоит в построении таких матриц ܣ, которые удовлетворяют условиям (3.3) или 
(3.1) и для которых матричные элементы (равные нулю или константе, согласно 
леммам Шура) совпадают с левыми частями равенств (3.5), (3.6). 

Итак, пусть 

ܦ=:ܣ
()ܺ

ఢீ

షభܦ
() , 

где	ܺ – произвольная матрица с числом строк ݊	 и столбцов ݊. Покажем, что 
 

ܦܣ
()=	ܦ

()(3.7)                                                   .ܣ 
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Действительно 
ܦ
()ܣ = ܦ

()  ᇲܦ
()

ᇲఢீ

ᇲషభܦܺ
() =  ᇲܦ

()

ᇲఢீ

ᇲషభܦܺ
() = 

 
=  ᇱᇱܦ

()

ᇱᇱఢீ

షభ(షభᇱᇱ)ܦܺ
() =  ᇱᇱܦ

()

ᇱᇱఢீ

షభ(ᇱᇱ)ܦܺ
() ܦ

() = ܦܣ
(), 

 
т.е. (3.7) верно. 

Если представление ܦ
() не эквивалентно представлению ܦ

(), то в силу вто-
рой леммы Шура все матричные элементы ܣఓఒ матрицы ܣ равны нулю при лю-
бых матричных элементах ௦ܺ௧  матрицы ܺ, т.е. 
 

ఓఒܣ =ቀܦ
()ቁ

ఓ௦
௦,௧ఢீ

௦ܺ௧ ቀܦషభ
() ቁ

௧ఒ
= 0. 

 
Фиксируем здесь ߤ, и положим ௦ܺ௧ ߣ = 0 при (ݏ, (ݐ ≠ ,ߥ)   ఔఉ=1. Тогдаܺ  ,(ߚ
 

ఓఒܣ = ∑ ቀܦ
()ቁ

ఓఔ	ఢீ ቀܦషభ
() ቁ

ఉఒ
= 	0.																																					(3.8) 

Для унитарных представлений ቀܦషభ
() ቁ

ఉఒ
= ቀܦഥ

()ቁ
ఒఉ

 и равенство (3.5) следует из 

(3.8). 
 

3.3.2. Случай эквивалентных представлений 
Пусть теперь ݆ = ݅, т.е. 

 
ܣ =ܦ

()ܺ
ఢீ

షభܦ
() , 

 
В этом случае, очевидно, равенство (3.7) переходит в (3.1), если там положить  
ܦ = ܦ

().	 В силу первой леммы Шура  
 

ܣ =  (3.9)                                                   ,ܧߣ	
 
где число ߣ зависит от выбора матрицы ܺ. Следовательно 
 

ఓఈܣ = ቀܦ
()ቁ

ఓ௦ ௦ܺ௧
௦,௧	ఢீ

ቀܦషభ
() ቁ

௧ఈ
=  .ఓఈߜߣ
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Выбираем ܺ௦௧ = 0	при	(ݏ, (ݐ ≠ ,ߥ)  ఔఉ=1. Тогда последнее равенство приметܺ ,(ߚ
вид 

ఓఈܣ = ∑ ቀܦ
()ቁ

ఓఔ	ఢீ ቀܦషభ
() ቁ

ఉఈ
= ఓఈߜఔఉߣ .																							(3.10) 

Чтобы найти, чему равно число ߣఔఉ, положим в (3.10) ߤ =  и просуммируем ߙ
по ߙ от 1 до ݊. Получим 
 

ቀܦషభ
() ቁ

ఉఈ



ఈୀଵఢீ

ቀܦ
()ቁ

ఈఔ
= 	 ቀܦ

()ቁ
ఉఔ

	ఢீ

= ఔఉ݊ߣ , 

 
где	݁ – единичный элемент группы ܩ. Поскольку ቀܦ

()ቁ
ఉఔ

-ఉఔ, то отсюда слеߜ=

дует, что ߣఔఉ =  ఔఉ в (3.10), получаемߣ ఉఔ݊ିଵ. Подставляя выражение дляߜ|ܩ|
(3.6). 

Равенства (3.5), (3.6) называются соотношениями ортогональности, их можно 
объединить в одно 
 

ଵ
|ீ|
∑ ቀܦ

()ቁ
ఓఔ	ఢீ ቀܦഥ

()ቁ
ఈఉ

=	݊ିଵߜఈఓߜఉఔߜ .																				(3.11) 
 

3.3.3. Общая формулировка результатов в терминах унитарных          
пространств 

Запишем соотношение (3.11) в более простом и естественном виде. Пусть 
ܰ = ,݃ଵ	и	|ܩ| … , ݃ே – все элементы группы ܩ. Введём N-мерное векторное про-
странство	ℱ, базисные вектора которого, а, следовательно, и координаты лю-
бых векторов будут последовательно занумерованы элементами группы. Т.е.  
 

ℱ = ൛ℱหℱ = ൫ℱభ , ℱమ, … , ℱಿ൯, 	ℱ߳ℂൟ. 
 

Определим в пространстве ℱ для любой пары векторов 	ℱ = ൫ℱభ , ℱమ, … , ℱಿ൯ и 
ℱᇱ = ൫ℱభ

ᇱ , ℱమ
ᇱ , … , ℱಿ

ᇱ ൯ скалярное произведение 
 

൫ℱ, ℱᇱ൯ீ =
ଵ
|ீ|
∑ ℱ
ே
ୀଵ ℱത

ᇱ .																																										(3.12) 
Поскольку вектора 
 

ቀܦ
(௦)ቁ

ఊఋ
=൜ቀܦభ

(௦)ቁ
ఊఋ
, ቀܦమ

(௦)ቁ
ఊఋ
, … , ቀܦಿ

(௦)ቁ
ఊఋ
ൠ 

 
при любых фиксированных  ݏ, ,ߛ -лежат  в ℱ, то равенство (3.11) можно пере ߜ
писать в виде 
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൬ቀܦ
()ቁ

ఓఔ
, ቀܦ

()ቁ
ఈఉ
൰
ீ
= ߜఉఔߜఈఓߜ	 ݊

ିଵ.                 (3.13) 

Равенство (3.13) означает, что вектора ቀܦ
()ቁ

ఓఔ
 взаимно ортогональны для раз-

личных ݅, ,ߤ  .ߥ
Для каждого фиксированного ݅ число векторов ቀܦ

()ቁ
ఓఔ

 равно ݊ଶ, где 

݊ = ܦ݉݅݀
(), и, следовательно, общее число взаимно ортогональных векторов 

ቀܦ
()ቁ

ఓఔ
 равно ∑ ݊ଶ


ୀଵ , где ݍ − число не эквивалентных неприводимых пред-

ставлений группы 	ܩ.	 Так как в N-мерном пространстве ℱ не может быть боль-
ше чем ܰ взаимно ортогональных векторов, то  
 

݊ଶ


ୀଵ

≤ ܰ =  		(3.14)																																																.|ܩ|

   
В следующей главе мы докажем, что в соотношении (3.14) имеет место равен-
ство. 
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ГЛАВА IV. ТЕОРИЯ ХАРАКТЕРОВ 
 

«Что было, то и будет; 
что делалось, то и будет делаться.» 

            Экклезиаст 
 
 

§	.  Характеры и их свойства 
 

4.1.1. Определение и простейшие свойства характеров 
 

Пусть ݃ →ܦ представление группы ܩ матрицами ܦ размерности ݊. 
Определение. След матрицы ܦ назовём характером представления ܦ и обо-
значим его через ߯,		то есть 
 

߯ = ܦݎܶ =൫ܦ൯.
5



ୀଵ

 

 
Характер – числовая функция, заданная на элементах группы.  

Но поскольку группа ܩ – конечна, то характер можно рассматривать и как 
вектор из ℱ: ߯=(߯భ , ߯మ , … , ߯ಿ), где  ߯ೞ=	ܶܦݎೞ. Из курса линейной алгебры 
известно, что след матрицы не меняется при преобразовании подобия, т.е.  
 

ܦݎܶ =  (4.1)                                            (ܣܦଵିܣ)ݎܶ
 

для любых квадратных матриц ܦ	и	ܣ размерности ݊ (ܣ - не особая). Поэтому: 
 
а) характеры сопряженных друг другу элементов ݂	и	݃ совпадают в любом 
представлении ݃→ܦ; 
б) характеры всех представлений ܦ෩, эквивалентных данному представлению, 
совпадают между собой. 

4.1.2. Характеры классов сопряженных элементов 
Из свойства а) и равенства (1.3) вытекает следующее полезное соотношение 

для значений характеров.	߯=߯(ܥ) на классах сопряжённых элементов ܥ груп-
пы ܩ для произвольного неприводимого представления ݃→ܦ этой группы: 

݇ ݇߯߯ = ݊∑ ܽ,௦
௦ୀଵ ݇௦߯௦,																																												(4.2) 

                                                             
5 Tr – от английского слова trace – след; ранее использовалось обозначение Sp – от немецкого 
spur (было даже слово «прошпурить» -найти след). 
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где ݇ = #{݃|݃ ∈ ݊ ,{ܥ =   .. Докажем (4.2)ܦ݉݅݀
Пусть ݃ଵ

(),…,	݃
()	   все элементы класса ܥ. Тогда равенство (1.3)  можно пере-

писать в виде 
 

∑ ݃
()

ୀଵ ∑ ݃௧
()ೕ

௧ୀଵ = ∑ ܽ,௦
௦ୀଵ ∑ ݃

(௦)ೞ
ୀଵ ,																														(4.3) 

где суммы обозначают объединения элементов. Так как матрицы ܦ образуют 
представление, то при равенстве ݃

()݃௧
() = ݃

(௦)выполняется  ܦೝ()ܦ(ೕ)
=  .(ೞ)ܦ

Поэтому равенство (4.3) сохранится, если вместо элементов  ݃
(), ݃௧

(), ݃
(௦)под-

ставить отвечающие им  матрицы. Сделав это, получим 

	∑ ೝ()ܦ

ୀଵ ∑ (ೕ)ܦ

ೕ
௧ୀଵ = ∑ ܽ,௦

௦ୀଵ ∑ (ೞ)ܦ
ೞ
ୀଵ ,																										(4.4) 

В силу Задания 3(§3.2) при ݈ = ݅, ݆,  имеем ݏ

																∑ ()ܦ = ܾܧ,																																																

ୀଵ (4.5) 

где ܧ– единичная матрица, ݊=dim	ܦ, ܾ – константа. Из (4.5) следует, что 

						݇߯ = ܾ݊.                                                     (4.6) 
 

Из (4.5), (4.6) при ݏ = ݅, ݆, ݇ и (4.4) вытекает равенство (4.2) при любых ݅, ݆, ݇. 

Вопрос: Где использовалась неприводимость представления ݃→ ܶ? 
 

4.1.3. Характеры неприводимых представлений –  ортонормированные 
векторы 

Рассмотрим теперь неэквивалентные представления и покажем, что  характе-
ры неэквивалентных неприводимых представлений ортогональны. 
Теорема 4.1. Пусть ݃→ ܦ

(), ݃ → ܦ	
() два не эквивалентных при ݅ ≠ ݆ непри-

водимых представления группы ܩ,  ߯
()	и	߯

()  – их характеры. Тогда  

ቀ߯
(), ߯

()ቁ
ீ
= 	 ଵ

|ீ|
∑ ߯

()
	ఢீ ߯̅

() =  (4.7)																												.ߜ

Доказательство. В силу (4.1) можно считать представления ܦ
()и	ܦ

() унитар-
ными. Тогда, подставляя в (4.7)  

߯
(௧) =ቀܦ

(௧)ቁ
௩௩



ఔୀଵ

, ݐ = 	݅, ݆, 
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и используя равенство (3.11), мы сразу получаем (4.7). Утверждение (4.7) мож-
но записать в другом виде. Для этого разобьём группу ܩ на классы	ܥ௦		ݏ =
1,2,… ,݉, сопряжённых	 между собой элементов и заметим, что значение ха-
рактера одинаково для всех элементов одного и того же класса. Поэтому (4.7) 
можно переписать в виде 
 

			ቀ߯
(), ߯

()ቁ
ீ
=	 ଵ

|ீ|
∑ ݇௦
௦ୀଵ ߯௦

()߯̅௦
() = ߜ ,																																	(4.8) 

где ݇௦ – число элементов класса 	ܥ௦, а ߯௦
(௧)– значение характера неприводимого 

представления типа ݐ на классе 	ܥ௦, ݐ = ݅, ݆. 
 

Следствие. Неприводимые представления, имеющие равные характеры, экви-
валентны. Действительно, если бы представления не были эквивалентны, то их 
характеры были бы ортогональны. 
 

4.1.4. Разложение приводимых представлений на неприводимые                    
с помощью теории характеров 

 

Свойство ортогональности характеров не эквивалентных неприводимых 
представлений, выражаемое равенствами (4.7) или (4.8), даёт возможность раз-
лагать произвольные представления на неприводимые. Действительно, пусть 
݃ → ܦ − какое-либо представление группы ܩ. Мы уже показали в §3.1, что, 
выбрав соответствующим образом базис в пространстве представления, мы 
можем привести все матрицы ܦ			к блочно-диагональному виду ܦ෩ и 		߯ ≡ 
-෩ являются матрицы тех неприводимых представлеܦ ෩. Блоками вܦݎܶ	=ܦݎܶ
ний группы ܩ, которые содержатся в  ܦ. Обозначим через  число блоков в 
ܦ ෩, отвечающих неприводимому представлениюܦ

() типа ݅. Тогда  

ܦ = ෩ܦ =⊕


ܦ
()	 

и	поэтому 
߯ =	∑  ߯

(),																																																						(4.9) 

где ߯
() есть характер представления ܦ

(). Действительно, хотя коэффициенты  
- пока неизвестны, само существование разложения (4.9) следует из того оче
видного факта, что след ߯ блочно-диагональной матрицы ܦ෩ равен сумме сле-
дов всех входящих в неё блоков. Соотношение (4.9) позволяет найти числа . 
Умножая (4.9) скалярно в  ℱ на вектор 	߯

(),	получим в силу (4.7) 

 = 	ቀ߯, ߯
()ቁ

ீ
.                                             (4.10) 

Равенство	(4.10) является основным рабочим инструментом при разложении 
представления на неприводимые компоненты. Для его применения надо знать 
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характер раскладываемого представления (он обычно известен) и характеры 
неприводимых представлений группы ܩ (берутся из таблиц). Отметим, что 
	൫߯, ߯൯ீ = 	∑ .൫см	ଶ (4.9)൯.  Таким образом, если задано произвольное пред-
ставление ݃ → ܾ	 , то мы можем вычислить величинуܦ = ∑ ଶ .	Если	ܾ = 1, то 
ясно, что какое-то =1, а остальные  = 0, ݆ ≠ ݅ , т.е. представление ݃ →  ܦ
неприводимо. 

Таким образом, равенство ൫߯, ߯൯ீ = 1 является необходимым и достаточ-
ным условием неприводимости представления ݃ →  .ܦ
 
Задания.  

1. Описать возможную структуру представления ݃ →   , еслиܦ
          а) ൫߯, ߯൯ீ = 3;							б)	൫߯, ߯൯ீ = 4. 

2. Доказать, что приводимые представления с равными характерами эквива-
лентны (использовать следствие к теореме 4.1). 

 
§	.  О числе неприводимых представлений  

и их размерностях (теоремы Бернсайда) 
 

4.2.1. Первая Теорема Бернсайда 
 

Используя установленные в §	4.1. свойства характеров неприводимых пред-
ставлений, докажем следующее утверждение. 
Теорема 4.2. (первая теорема Бернсайда). Сумма квадратов размерностей 
всех неприводимых не эквивалентных представлений группы ܩ  равна порядку 
группы ܩ. 
Доказательство. Определим оператор ܶ	, ℎ ∈ -во введённом в § 3.3 простран ܩ
стве ℱ = ൛ℱหℱ = ൫ℱభ , ℱమ, … , ℱಿ൯ൟ		 равенством 

 

ܶℱ: =൫ℱషభభ , ℱషభమ, … , ℱషభಿ൯.                                  (4.11) 
 

Согласно этому определению, оператор ܶ	 переставляет координаты вектора 
ℱ, ставя на ݅ − ое место вместо координаты ℱ координату ℱೞ ,	где ݃௦ = ℎିଵ ݃. 
Соответствие ℎ → ܶ	 − представление группы ܩ в пространстве ℱ, ибо для 
∀	݂, ℎ ∈  очевидно, выполняется равенство ,ܩ
 

ܶℱ = ܶ ܶℱ. 
 
Выберем в пространстве ℱ базис 
 

ℱ
(௦) = ቀℱభ

(௦), ℱమ
(௦), … , ℱಿ

(௦)ቁ 			ݏ = 1,2,… , ܰ, 
 

где  ℱ
(௦)= 0  при ݅ ≠ ,ݏ ℱೞ

(௦) = 1.  
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Найдём матричные элементы матриц ܦ операторов ܶ в данном базисе. Для 
этого вычислим ܶℱ

(௦). Согласно (4.11) все координаты вектора ܶℱ
(௦)(т.е. все 

элементы ݏ − ого столбца матрицы ܦ) будут нулевыми, кроме одной (равной 
единице) и номер ݐ не нулевой координаты определяется из равенства 
 

ℎିଵ݃௧ = ݃௦ . 
 
В силу этого для данного ݐ 
 

ܶℱ
(௦) = ℱ

(௧) 
 

и таким образом элементы (ܦ)௦	, ݅ = 1,2, … , ݏ ,ܰ − ого столбца матрицы ܦ 
при ݅ ≠ =1. При ℎ	௧௦(ܦ) равны нулю, а ݐ ≠ ݁, очевидно, ݃௧ ≠ ݃௦ и, значит, 
ݐ ≠ 	௦௦(ܦ) Поэтому .ݏ ≠  при ℎ	௧௦(ܦ) ≠ ݁ и, следовательно, при ℎ ≠ ݁		 выпол-
няется 		(ܦ)௦௦	 = 0 и  
 

ܦݎܶ =(ܦ)௦௦	

ே

௦ୀଵ

= 0	при	ℎ ≠ ݁. 

 
В то же время, поскольку ܦ = ,ܧ то	ܶܦݎ = ݀݅݉	ℱ = ܰ. 

Таким образом, мы построили представление группы ܩ, в котором характер 
единичного элемента равен порядку группы, а характеры всех остальных эле-
ментов равны нулю. Такое представление называется регулярным. Разложим 
регулярное представление на неприводимые, используя формулу (4.10). Пусть 
݊ = ܦ݉݅݀

(). Имеем 
 

 = 	
1
ܰ
߯

ே

௧ୀଵ

߯̅
() =

1
ܰ
∙ ܰ ∙ ݊ =	݊ . 

 
Таким образом, каждое неприводимое представление содержится в регуляр-

ном такое число раз, которое равно размерности ݊ этого неприводимого пред-
ставления. Так как размерность любого представления равна сумме размерно-
стей всех его неприводимых компонент, то  

ܰ =݊ ∙ ݊



ୀଵ

, 

где ݍ – число не эквивалентных неприводимых представлений группы ܩ. Δ 
Следствие 1.  
Вектора  

 

ቀܦ
()ቁ

ఓఔ
= ൜ቀܦభ

()ቁ
ఓఔ
, ቀܦమ

()ቁ
ఓఔ
, … , ቀܦಿ

()ቁ
ఓఔ
ൠ,	 ߤ, ߥ = 1,2… ݊; 	݅ = 1,2, …  ݍ
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 (см. § 3.3) образуют базис в пространстве ℱ.  
Действительно, по доказанной теореме общее число этих векторов ∑ ݊ଶ


ୀଵ  

равно порядку группы ܰ = ݀݅݉ℱ. Кроме того, в силу (3.13) они взаимно орто-
гональны и среди них нет нуль-вектора. Значит, эти вектора линейно не зави-
симы, а так как их число равно ݀݅݉ℱ, то они образуют базис в ℱ. 
Следствие 2.  

Имеет место соотношение 

∑ ݊

ୀଵ ߯

() = 0		при	݃ ≠ ݁.																																												(4.12) 

Действительно, т.к. представление ܦ
() содержится в регулярном представле-

нии ݊ раз, то левая часть равенства (4.12) есть характер ߯ элемента ݃ в регу-
лярном представлении. А он равен нулю при ݃ ≠ ݁. 

4.2.2. Вторая Теорема Бернсайда 
Установим теперь, сколько неэквивалентных неприводимых представлений 

имеет конечная группа ܩ. 
Теорема 4.3. (вторая теорема Бернсайда). 
Число не эквивалентных неприводимых представлений группы ܩ равно числу 
классов сопряженных элементов. 
Доказательство. До сих пор нам было безразлично, в каком порядке занумеро-
ваны элементы группы ܩ. Сейчас мы выберем этот порядок специальным обра-
зом. Разобьём группу ܩ	 на классы ܥ௦ сопряжённых элементов и занумеруем 
элементы группы, последовательно перечисляя элементы классов ܥଵ, ܥଶ … и 
т.д. Таким образом, если ݇௦ есть число элементов класса ܥ௦, то 
 

,ଵ= {݃ଵܥ … , ݃భ}, ܥଶ = {݃భାଵ, … , ݃భାమ},  
 

и т.д. Поэтому в векторном пространстве ℱ для каждого вектора 
ℱ෨=൫ℱ෨భ, … , ℱ෨ಿ 	൯ первые ݇ଵ координат занумерованы элементами класса ܥଵ, 
следующие ݇ଶ координат – элементами класса ܥଶ и т.д.  

Пусть ܪ = {ℱ|ℱ ∈ ℱ,ℱ = ℱೕ 	, если	 ݃~݃}, т.е.  
 

ℱ={ܽଵ, …, ܽଵ, ܽଶ, …, ܽଶ, … , 	ܽᇲ , …, ܽᇲ}, 
 

где ܽ௦ – произвольные числа, каждое ܽ௦ повторяется ݇௦ раз, ݍᇱ – число классов 
сопряжённых элементов группы ܩ. Ясно, что ܪ – линейное пространство и его 
размерность равна ݍᇱ. 

Теперь мы можем непосредственно перейти к доказательству теоремы. Век-
тора ߯

()=ቄ߯భ
(), … , ߯ಿ

()ቅ, 	݅ = 1,… ,  характеры неприводимых представлений – ݍ

ܦ
()	группы	ܩ − принадлежат подпространству ܪ, так как характеры сопря-
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жённых элементов совпадают (߯ೞ
() = ߯

() при ݃௦~݃௧	(	см. §	4.1)). В силу (4.7) 
вектора ߯

() ݅ = 1,… , -линейно независимы. Покажем, что они образуют ба – ݍ
зис в ݍᇱ-мерном пространстве ܪ. Отсюда будет следовать, что их число ݍ (чис-
ло неэквивалентных неприводимых представлений группы ܩ) равно размерно-
сти ݍᇱ пространства ܪ (т.е. числу классов сопряжённых элементов группы ܩ). 

Пусть ℱ ={ℱభ , ℱమ, … , ℱಿ} – произвольный вектор из ܪ. Т.к. ܪ ⊂ ℱ, то в си-
лу следствия 1 к теореме 4.2 мы можем разложить вектор ℱ по векторам 
ቀܦ

()ቁ
ఓఔ
	, т.е. ∃ ݀ఓఔ

() ∈ ℂ такие, что  
 

ℱ = 	  ݀ఓఔ
()



ఓ,ఔୀଵ



ୀଵ

ቀܦ
()ቁ

ఓఔ
. 

 
Пусть ℎ любой элемент из ܩ. Рассмотрим вектор 

 
ℱషభ=൛ℱభషభ , ℱమషభ , … , ℱಿషభൟ. 

 
Поскольку элементы ℎ ݃ℎିଵ	и ݃ лежат в одном и том же классе сопряжённых 
элементов и т.к. ℱ ∈   ,то ℱషభ = ℱ и, значит ,ܪ
 

ℱ =	ℱషభ =  ݀ఓఔ
()



ఓ,ఔୀଵ



ୀଵ

ቀܦషభ
() ቁ

ఓఔ
 

 
Просуммируем это равенство по всем ℎ ∈  Так как .|ܩ| и поделим результат на ܩ
ℱ не зависит от ℎ, то мы получим 
 

ℱ = ∑ ∑ ݀ఓఔ
()

ఓ,ఔୀଵ

ୀଵ

ଵ
|ீ|
∑ ቀܦషభ

() ቁ
ఓఔ∈ீ .																												(4.13) 

 

Поскольку ܦషభ
() ܦ =

()ܦ
()ܦషభ

()  и т.к. ܦషభ
() = ቀܦ

()ቁ
ିଵ

=ቀܦഥ
()ቁ

்
, то в силу (4.13) 

 

ℱ =  ݀ఓఔ
()



ఓ,ఔୀଵ



ୀଵ

1
|ܩ|

  ቀܦ
()ቁ

ఓ௦



௦,௧ୀଵ∈ீ

ቀܦ
()ቁ

௦௧
ቀܦ

()ቁ
௧ఔ

ିଵ
= 

 

=  ݀ఓఔ
()



ఓ,ఔୀଵ



ୀଵ

 ቀܦ
()ቁ

௦௧



௦,௧ୀଵ

1
|ܩ|

 ቀܦ
()ቁ

ఓ௦
∈ீ

ቀܦഥ
()ቁ

ఔ௧
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Отсюда, используя (3.6), имеем  
ℱ = ∑ ∑ ∑ ݀ఓఔ

()
௦,௧ୀଵ


ఓ,ఔୀଵ


ୀଵ ቀܦ

()ቁ
௦௧
௦௧݊ିଵߜఓఔߜ = ∑ ቀ∑ ݊ିଵ݀ఓఓ

()
ఓୀଵ ቁ

ୀଵ ߯
()	.  (4.14) 

Равенство (4.14) показывает, что произвольный вектор ℱ из ܪ раскладывается 
по векторам – характерам неприводимых представлений группы ܩ и, следова-
тельно, эти характеры ߯

() ݅ = 1, … , -и по ܪ  образуют базис в пространстве ݍ
этому их число 
 

ݍ = ܪ݉݅݀ =  ᇱ. Δݍ
 
Замечание. После равенства (4.13) доказательство можно завершить и по-
другому.  

Положим ܣ = ଵ
|ீ|
∑ షభܦ

()
∈ீ . Матрица ܣ коммутирует с матрицами ܦ

() при 

∀	݂ ∈ поскольку, полагая ℎ෨ିଵ ,ܩ = ℎିଵ݂ и используя лемму о сдвиге, мы полу-
чим, что 
 

ܦܣ
() = 	

1
|ܩ|

ܦషభ
()

∈ீ

ܦ =
1
|ܩ|

ܦ
()

෩∈ீ

෩෩షభܦ
() = ܦ

()ܣ. 

 
В силу первой Леммы Шура ܣ =  Взяв след от матриц в обеих частях этого .ܧߣ
равенства, мы получим 

		߯
() =  ݊ߣ

 
и, следовательно, 

ܣ = 	݊ିଵ߯
()ܧ. 

Т.к. ܧ – диагональная матрица, то 
 

߯	݊ିଵ	ఓఔ=(ܣ)
()ߜఓఔ 

 
Подставляя это выражение в (4.13) и суммируя там по ߥ, мы получим, что 
 

ℱ =ቌ݀ఓఓ
()



ఓୀଵ

݊ିଵቍ


ୀଵ

߯
(), 

 
что и завершает доказательство теоремы. 

4.2.3. Применение теорем Бернсайда 

Приведём пример использования теорем Бернсайда и теории характеров. 
Пусть ܩ = -ଷ. Найдём неприводимые представления этой группы. Классы соܦ
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пряжённых элементов ܥ группы ܦଷ известны (см. §1.1 и Задание в §1.4): 
ଵܥ = {݃ଵ = ,{௭(0)ܥ ଶܥ = ቄ݃ଶ = ௭ܥ ቀ

ଶగ
ଷ
ቁ , ݃ଷ = ௭ܥ ቀ

ସగ
ଷ
ቁቅ , ଷܥ = ൛݃ସ = ,(ߨ)భܥ ݃ହ =

,(ߨ)మܥ ݃ = -ଷ три не эквиܦ В силу 2-ой теоремы Бернсайда у группы .{	(ߨ)యܥ
валентных неприводимых представления. Обозначим их размерности 
		݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷ. По первой теореме 	Бернсайда ∑ ݊ଶଷ

ୀଵ = 6		и значит 		݊ଵ = ݊ଶ = 1,	 
݊ଷ = 2 (с точностью до перестановок индексов), т.е. группа ܦଷ имеет два одно-
мерных неприводимых представления и одно двумерное. Обозначим их соот-
ветственно ܦ

(భ), ܦ
(మ)и	ܦ

(ா). Найдём характеры этих представлений. Пусть 
ܦ
(భ) – это тождественное представление: ܦ

(భ)=1 ݅ = 1, 2,… ,6 (оно есть у каж-
дой группы). В представлении ܦ

(మ)	пусть ݃ଶ → ݀ଵ, ݃ଷ → ݀ଵ, ݃ → ݀ଶ		݅ = 4, 5,6 
(элементы ݃ଶ,	݃ଷ ∈ ݃	ଶ , ݃ସ,݃ହ,ܥ ∈ -ଷ, а  в одномерном представлении элеменܥ
там одного класса отвечает одна и та же матрица 1 × 1, т.е. – одно и то же чис-
ло – характер элемента). Т.к. ݃ଷ = ݃ଶଶ, то ݃ଷ→݀ଵଶ и, значит, ݀ଵ=+1; т.к. ݃ସଶ	= e→
1, то ݀ଶଶ	=1, ݀ଶ=±1. Если ݀ଶ	= 1, то ܦ

(మ) = ܦ
(భ), поэтому полагаем ݀ଶ= - 1. Та-

ким образом, характеры представления ܦ
(మ) найдены. Для нахождения харак-

тера представления ܦ
(ா) воспользуемся следствием 2 первой теоремы Бернсай-

да, согласно которому 

		߯
(భ) + 	߯

(మ) + 2	߯
(ா) = 0	при	݃ ≠ ݁. 

Отсюда при ݃ = ݃ଶ получим 

1+1+2߯మ
(ா) = 0,  

т.е. ߯మ
(ா)= -1, а при ݃ = ݃ସ  

1+(-1) +2߯ర
(ா)=0, 

откуда ߯ర
(ா)=0. Кроме того, очевидно, ߯భ

(ா)=2, ибо ݃ଵ →  где E – единичная ,ܧ
матрица 2-го порядка. Таким образом, мы можем построить следующую табли-
цу характеров группы ܦଷ. 

 ݃ଵ ݃ଶ, ݃ଷ ݃ସ, ݃ହ, ݃
		߯

(భ) 1 1 1 

		߯
(మ) 1 1 -1 

		߯
(ா) 2 -1 0 
 1- 1- 11 ࢍ߯
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(о последней строке таблицы скажем чуть ниже). 

Приведём теперь пример разложения приводимого представления группы ܦଷ 
на неприводимые. Рассмотрим представление ݃ ܦ →

()	6 группы ܱା(3) для эле-
ментов ݃ ∈ ଷܦ ⊂ ܱା(3). Получим представление группы ܦଷ с известными ха-
рактерами ߯ࢍ. Пусть для определённости ݈ = 5.Тогда 

߯భ=11, ߯మ= ߯య=-1,	߯ర= ߯ఱ=߯ల=-1. 

Удобно записать эти характеры в последней строке нашей таблицы. Разложим 
представление ݃ ܦ →

(ହ), ݃ ⊂  ଷ, на неприводимые, т.е. найдём коэффициентыܦ
,ଵ ,ଶ  равенстве	в	ଷ

ܦ
(ହ) = ܦଵ

(భ)⊕	ଶܦ
(మ)⊕	ଷܦ

(ா). 

Согласно (4.10 ) имеем 

ଵ =
ଵ

(11 − 2 − 3) = 1, ଶ =

ଵ

(11 − 2 + 3) = 2, ଷ=ଵ


(11 ⋅ 2 + 2) = 4. 

Задание. Разложить на неприводимые представления группы ܦଷ представле-
ния группы ܱା(3) (рассматриваемые только для ݃ ∈ ݈  ଷ) весовܦ = 4 и ݈ = 6. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                             
6 Представление ݃ ܦ →

()   ݃ ∈ ܱା(3) – это неприводимое представление группы ܱା(3) веса 
݈, ݈ = 0,1,2,…… ; в этом представлении характеры поворотов на угол ߮ около любых осей, 
проходящих через начало координат, т.е. поворотов из ܭ(߮) (см.	§1.3), суть числа       
sin(2݈ + 1)ఝ

ଶ
/ sin ఝ

ଶ
	 [4]. 
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ГЛАВА V. АЛГЕБРА ТЕОРИИ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ. 
 ПРОСТЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

 
«Наука – не пиво, в рот не вольёшь». 

Русская пословица 
 
 

§	5.1 Базисные функции неприводимых представлений 
 

5.1.1. Определения 
Пусть ݃ → ܶ есть представление конечной группы G в линейном простран-

стве ܭ над полем ܨ = ℂ, ߯ – характер этого представления и для какого-то ти-
па ߙ неприводимого представления ݃→ܦ

(ఈ)	группы G 7 выполняется  
 

݊ఈ = ቀ߯, ߯
(ఈ)ቁ

ீ
≥ 1 

 
(߯

(ఈ) −	характер неприводимого представления типа ߙ). Среди всех эквива-
лентных унитарных матричных представлений типа ߙ фиксируем какое-либо 
одно ݃→ܦ

(ఈ), ݃ ∈ G, т.е. фиксируем унитарные матрицы ܦ
(ఈ). 

Определение. Будем говорить, что функция 8 ߰ из ܭ принадлежит i-j-ой стро-
ке представления типа ߙ и писать  ߰ = ߰

(	ఈ), если найдутся такие функции – 
партнёры ߰

(	ఈ)	݆ = 1,2,… , ݅ − 1, ݅+1,…,	݊ఈ , что 

						 ܶ߰ =ቀܦ
(ఈ)ቁ



ഀ

ୀଵ

߰
(	ఈ), ݃ ∈  (5.1)																													(9	ܩ

	 

                                                             
7 ранее мы обозначали неприводимые представления через ܦ

(); далее нам удобней обозна-
чать их через ܦ

(ఈ), ܦ
(ఉ), ܦ

(ఊ)и	т. д. 
 
8 В общем случае элементы пространства ܭ не являются функциями. Но мы не строим здесь 
общую теорию, а нацелены на приложения, где, как правило, рассматриваемые пространства 
состоят из функций или из операторов, являющихся операторами умножения на функцию. 
Поэтому мы будем называть элементы пространства ܭ функциями (желающие могут назы-
вать их векторами) 
 
9 ясно, что без фиксации матриц ܦ

(ఈ)данное определение не имело бы смысла, ибо числа 
ቀܦ

(ఈ)ቁ


 не были бы определены однозначно. 
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где ݊ఈ=݀݅݉ܦ
(ఈ), ߰

(	ఈ) = 	߰. Набор функций ߰ଵ
(	ఈ),	߰ଶ

(	ఈ), …, ߰ഀ
(	ఈ) называется 

каноническим базисом представления типа ߙ. 
Свойства функций канонического базиса мы исследуем в §	5.3. А здесь мы 

получим необходимое и достаточное условие того, что функция ߰ принадлежит 
i-ой строке представления типа ߙ и покажем, как для ߰ построить функции -
партнёры. 

5.1.2. Построение канонического базиса неприводимого представления 

Определим в пространстве ܭ операторы ܲ
(	ఈ)	равенствами: 

 

ܲ
(	ఈ) =

݊ఈ
|ܩ|

 ቀܦഥ
(ఈ)ቁ

 ܶ
∈	ீ

					݅, ݆ = 1,2, … , ݊ఈ .																				(5.2) 

 
Теорема 5.1. Функция ߰ из ܭ, ߰ ≢  принадлежит i-ой строке представления ,ߠ
ܦ
(ఈ), если и только если  

																		߰ = ܲ
(	ఈ)߰.                                                    (5.3)  

При этом, если функция ߰ = ߰
(	ఈ)принадлежит 	݅	-ой строке представления 

типа ߙ, то функции – партнёры ߰
(	ఈ)определяются соотношениями 

										߰
(	ఈ) = ܲ

(	ఈ)߰
(	ఈ)			 ݆ = 1,2, … , ݊ఈ , j	≠ ݅.   (5.4)  

 
Замечание. Таким образом Теорема 5.1 не только даёт необходимое и доста-

точное условие принадлежности функции ߰ i-ой строке представления типа ߙ, 
но даёт также способ построения канонического базиса по одной его функции. 
Доказательство. Необходимость. Пусть функция ߰ = ߰

(	ఈ) принадлежит i-ой 
строке представления типа ߙ, т.е. найдутся такие функции ߰

(	ఈ),	 ݆ = 1, 2, … , ݅-1, 
i+1,…,	݊ఈ,		что 
 

ܶ߰
(	ఈ) =ቀܦ

(ఈ)ቁ


ഀ

ୀଵ

߰
(	ఈ), ∀݃ ∈  .ܩ

 
Умножим обе части этого равенства на ഀ

|ீ|
ቀܦഥ

(ఈ)ቁ


 и просуммируем по ݃  .ܩ ∋
Тогда, используя соотношения ортогональности, получим 
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݊ఈ
|ܩ|

 ቀܦഥ
(ఈ)ቁ


∈	ீ

ܶ߰
(	ఈ) ≡ ܲ

(	ఈ)߰
(	ఈ) = 

= ∑ ߰
(	ఈ) ഀ

|ீ|
∑ ቀܦഥ

(ఈ)ቁ
∈	ீ ቀܦ

(ఈ)ቁ


ഀ
ୀଵ = ∑ ߜ

ഀ
ୀଵ ߰

(	ఈ) = ߰
(	ఈ),  

 
т.е. равенство (5.3) доказано.  
Достаточность. Пусть равенство (5.3) выполнено и ℎ ∈ G. Применим оператор 
ܶ к обеим частям (5.3) , после этого сделаем замену ݂ = ℎ݃ и, используя тот 

факт, что в силу унитарности матриц ܦ
(ఈ) выполняется ܦഥషభ

(ఈ) ܦ	= 
(ఈ)்,10 получим: 

 

ܶ߰ =
݊ఈ
|ܩ|

 ቀܦഥ
(ఈ)ቁ


∈	ீ

ܶ߰ =
݊ఈ
|ܩ|

 ቀܦഥషభ
(ఈ)ܦഥ

(ఈ)ቁ


∈	ீ
ܶ߰ = 

 

=
݊ఈ
|ܩ|

 ቀܦ
(ఈ)்ܦഥ

(ఈ)ቁ


∈	ீ
ܶ߰ = 

																															=ቀܦ
(ఈ)ቁ



ഀ

ୀଵ

݊ఈ
|ܩ|

 ቀܦഥ
(ఈ)ቁ


∈	ீ

ܶ߰ =ቀܦ
(ఈ)ቁ



ഀ

ୀଵ

߰
(	ఈ),									(5.5) 

 
где ߰

(	ఈ) = ഀ
|ீ|
∑ ቀܦഥ

(ఈ)ቁ
∈	ீ ܶ߰

(	ఈ) = ܲ߰, 	߰
(	ఈ) = 	߰, и мы учли, что в силу 

Леммы о сдвиге {݂|݂ = ℎ݃, ∀݃ ∈ {ܩ	 =  ,߰ Из (5.5) следует, что функция .ܩ	
удовлетворяющая условию (5.3), принадлежит  ݅ − ой строке представления ти-
па ߙ и что функции – партнёры для неё задаются равенствами (5.4). Таким об-
разом Теорема 5.1 доказана полностью. 

В силу Теоремы 5.1, если известна функция 	߰
(	ఈ), принадлежащая  ݅ − ой 

строке представления типа ߙ, то мы можем построить её функции−партнёры 
	߰

(	ఈ), ݆ = 1,2, … , ݅ − 1, ݅+1,…,	݊ఈ по формуле (5.4). Но как найти исходную 

функцию  	߰
(	ఈ)? 

Для этого, а также для изучения свойств функций канонического базиса 
	߰௦

(	ఈ), ݏ = 1,2, … , ݊ఈ 	необходимо исследовать свойства операторов ܲ
(	ఈ). Кроме 

того, для разбиения пространства представления ܭ на подпространства, в кото-
рых представление ݃ → ܶ кратно неприводимому, нам нужны будут операторы 

ܲ(ఊ): =  ܲ
(ఊ),

ം

ୀଵ

ߛ	 = ,ߙ ,ߚ …	. 

 

                                                             
10 Для любой матрицы ܦ через ்ܦ мы обозначаем транспонированную матрицу. 



55 
 

§	5.2 Свойства операторов ࡼ
 (ࢻ	)ࡼ и (ࢻ	)

5.2.1. Свойства операторов ࡼ
 (ࢻ	)

Пусть ߙ	и	ߚ	 – типы неприводимых представлений конечной группы ܩ.  
 
Имеет место  
 
Теорема 5.2. Справедливы равенства 
 

																						 ௦ܲ௧
(	ఈ)

ܲ
(	ఉ) =	 ௦ܲ

(	ఈ)ߜఈఉߜ௧     (5.6)  
 

																									ቀ ܲ
(	ఉ)ቁ

∗
= 	 ܲ

(	ఉ)     (5.7)  
 

Доказательство. Докажем сначала равенство (5.6). Имеем 
 

௦ܲ௧
(	ఈ)

ܲ
(	ఉ) = 		

݊ఈ݊ఉ
ଶ|ܩ|

	  ቀܦഥ
(ఈ)ቁ

௦௧
ቀܦഥ

(ఉ)ቁ


,∈	ீ
ܶ ܶ.			 

Т. к.		 ܶ ܶ = ܶ, то, полагая		݂ = ݃ℎ, и,		заменяя ℎ	на	݃ିଵ݂	в	 ቀܦഥ
(ఉ)ቁ


,		получим 

(используя Лемму о сдвиге): 
 

௦ܲ௧
(	ఈ)

ܲ
(	ఉ) =

݊ఈ݊ఉ
ଶ|ܩ|

 ቀܦഥ
(ఈ)ቁ

௦௧
ቀܦഥషభ

(ఉ) ቁ


,∈	ீ
ܶ =

=
݊ఈ݊ఉ
ଶ|ܩ|

 ቀܦഥ
(ఈ)ቁ

௦௧
ቀܦഥషభ

(ఉ)ቁ


ഁ

ୀଵ,∈	ீ

ቀܦഥ
(ఉ)ቁ

 ܶ =

=
݊ఈ݊ఉ
|ܩ|

  ቀܦഥ
(ఉ)ቁ


∈	ீ

ܶ
1
|ܩ|

 ቀܦ
(ఉ)ቁ


∈	ீ

ቀܦഥ
(ఈ)ቁ

௦௧
=	

ഁ

ୀଵ

 

= 
݊ఉ
|ܩ|

 ቀܦഥ
(ఉ)ቁ


∈	ீ

ܶߜఉఈߜ௦ߜ௧ =	

ഁ

ୀଵ
௦ܲ
(	ఉ)ߜఈఉߜ௧ = ௦ܲ

(	ఈ)ߜఈఉߜ௧	 

 

и	(5.6)	доказано. Далее, учитывая, что ቀܦഥ
(ఈ)ቁ

∗
= ் и что ܶܦ

∗ =	 ܶ
ିଵ = ܶషభ, 

получим  
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ቀ ܲ
(	ఉ)ቁ

∗
=
݊ఉ
|ܩ|

 ቀܦ
(ఉ)ቁ


∈	ீ

ܶ
∗ = 	

݊ఉ
|ܩ|

 ቀܦ
(ఉ)ቁ


∈	ீ

ܶషభ = 

 
=
݊ఈ
|ܩ|

 ቀܦషభ
(ఉ)ቁ


∈	ீ

ܶ =
݊ఈ
|ܩ|

 ቀܦഥ
(ఉ)ቁ


∈	ீ

ܶ = ܲ
(	ఉ) 

 
Теорема 5.2 доказана. 
В дальнейшем для нас будут особенно важны операторы ܲ

(	ఈ). Для них из Тео-
ремы 5.2 следует 
Теорема 5.3. Справедливы равенства: 
 

						 ܲ
(	ఈ)

ܲ
(	ఉ) = 	0	при	(ߙ, ݅) ≠ ,ߚ) ݆),																																			(5.8) 

																														ቀ ܲ
(	ఈ)ቁ

ଶ
= 	 ܲ

(	ఈ),																																																							(5.9)  

																															ቀ ܲ
(	ఈ)ቁ

∗
= 	 ܲ

(	ఈ).                                                5.10)  
 
Следствие. Пусть ߮ ∈ 	и	ܭ ܲ

(	ఈ)߮ ≠ ߰ Тогда функция .ߠ = ܲ
(	ఈ)߮ принадлежит 

݅ − ой	строке	 представления ߙ. Действительно, в силу (5.9) 
 

ܲ
(	ఈ)߰ = 	ቀ ܲ

(	ఈ)ቁ
ଶ
	߮ = ߰ 

 
и в силу Теоремы 5.1 следствие доказано. 

5.2.2. Свойства операторов )ࡼ	(ࢻ  

Как мы уже говорили, наряду с операторами ܲ
(	ఈ) нам понадобятся в даль-

нейшем операторы 
 

	ܲ(ఈ) = ܲ
(	ఈ) =

ഀ

ୀଵ

݊ఈ
|ܩ|

 ቀܦഥ
(ఈ)ቁ



ഀ

ୀଵ∈	ீ
ܶ =

݊ఈ
|ܩ|

 ߯̅
(ఈ)

∈	ீ
ܶ																	(5.11) 

  
Мы видим, что в отличие от операторов ܲ

(	ఈ)	(	и	от	 ܲ
(	ఈ)), операторы ܲ(ఈ) не за-

висят от выбора матриц ܦ
(ఈ) представления типа ߙ, т.е. от выбора базиса в про-

странстве представления. Свойства операторов ܲ(ఈ) описываются следующим 
утверждением. 
Теорема 5.4. Справедливы равенства: 
 

																								ܲ(ఈ)ܲ(ఉ) = 	0	при	ߙ ≠  (5.12)                                          ,	ߚ
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																																			൫ܲ(ఈ)൯
ଶ
= 	ܲ(ఈ),                                              (5.13)  

 

																																				൫ܲ(ఈ)൯
∗
= 	ܲ(ఈ)	,                                              (5.14) 

  
																									 ܶܲ(ఈ) = 	ܲ(ఈ) ܶ	, ∀	݃ ∈  (5.15)                                   ܩ	

  
																																									∑ ܲ(ఈ)ఈ =   (5.16)                                                 .ܫ		

 
Доказательство. Соотношения (5.12) – (5.14) элементарно следуют из соотно-
шений (5.8) – (5.10). Проверим справедливость (5.15). Имеем 
 

ܶܲ(ఈ) = 	
݊ఈ
|ܩ|

 ߯̅
(ఈ)

∈	ீ
ܶ ܶ =

݊ఈ
|ܩ|

 ߯̅
(ఈ)

∈	ீ

ܶషభ ܶ =
݊ఈ
|ܩ|

 ߯̅షభ
(ఈ)

∈	ீ
ܶ ܶ = 

											=
݊ఈ
|ܩ|

 ߯̅
(ఈ)

∈	ீ
ܶ ܶ = ܲ(ఈ) ܶ, 

 

где мы положили ℎ = 	݂݃݃ିଵ и использовали равенство характеров сопряжён-
ных элементов ݃ିଵℎ݃	и	ℎ. Равенство (5.15) доказано. Докажем (5.16).  
Имеем: 
 

ܲ(ఈ)

ఈ

=
݊ఈ
|ܩ|

ఈ

 ߯̅
(ఈ)

∈	ீ
ܶ = 

1
|ܩ|

∈	ீ

݊ఈ
ఈ

߯̅
(ఈ)

ܶ. 

 
Но здесь в силу следствия из первой теоремы Бернсайда при ݃ ≠ ݁ выполняется  
 

݊ఈ
ఈ

߯̅
(ఈ) = 0, 

и поэтому  
 

ܲ(ఈ)

ఈ

=
1
|ܩ|

݊ఈ
ఈ

߯̅
(ఈ)

ܶ 

 
Учитывая здесь очевидные равенства ߯

(ఈ) = 	݊ఈ , ܶ =    получим ,ܫ
 

ܲ(ఈ)

ఈ

=
1
|ܩ|

݊ఈଶ

ఈ

ܫ =  .ܫ

 
Теорема	5.4	доказана. 
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5.2.3. Важные замечания 

1. Доказательство свойств (5.12) – (5.14) операторов ܲ(ఈ) использует свой-
ства операторов ܲ

(	ఈ), зависящих от матричных элементов  ቀܦ
(ఈ)ቁ


, т.е. 

от конкретного выбора одной из эквивалентных форм матриц ܦ
(ఈ). Одна-

ко сами операторы  ܲ(ఈ) не зависят от этого выбора, т.к., согласно (5.11), 
они определяются только характерами ߯

(ఈ)представления типа ߙ, кото-
рые одинаковы для всех эквивалентных матриц ܦ

(ఈ).  
2. Оператор ܣ, для которого ܣ∗ = ଶܣ	и	ܣ =  называется проекционным ,ܣ

(проектором). Поэтому соотношения (5.8) – (5.10) и (5.12) – (5.14) озна-
чают, что каждое из семейств операторов  ܲ(ఈ) и  ܲ

(	ఈ), ݅ = 1,2, …,	 ݊ఈ  яв-
ляется семейством взаимно ортогональных проекторов; ߙ пробегает здесь 
множество всех различных типов не эквивалентных неприводимых пред-
ставлений группы ܩ. 

3. Рассмотрим случай, когда пространство ܭ представления ݃→ ܶ беско-
нечномерно. Пусть ߱ - любой элемент из ܭ. Определим линейное про-
странство 
 

ఠܭ = ቐ ܿ
∈	ீ

ܶ߱|	ܿ − 	любые	числа, ܿ ∈ ℂ	ቑ 

 
Ясно, что	ܭఠ ⊂ K и что ܭఠ инвариантно для операторов ܶ,  ݃ ∈ -По	.ܩ	
этому мы можем рассмотреть представление ݃ → ܶ в ܭఠ. Поскольку ܭఠ - 
конечномерно (݀݅݉ܭఠ ≤  проводим доказательство теорем 5.1 – 5.4 ,(|ܩ|
в этом пространстве и устанавливаем соотношения (5.6) – (5.16) в ܭఠ. 
Следовательно, операторные равенства (5.6) – (5.16) верны на любой 
функции из ܭఠ и, значит, на функции ߱. Так как ߱ − произвольная функ-
ция из ܭ, то равенства (5.6) – (5.16) будут справедливы не только в ܭఠ, но 
и в ܭ.  

§	5.3 Свойства функций канонических базисов                                                             
и оценка матричных элементов (простое правило отбора) 

5.3.1. Свойства канонического базиса 
Пусть ݃→ ܶ − представление группы ܩ в конечномерном пространстве ܭ. 

Всюду далее ߰௦
(ఈ), ߮௧

(ఈ), ݂
(ఉ) – это функции из пространства ܭ. Пусть ߰

(ఈ) при-

надлежит ݅ −	ой строке представления типа ߙ и ߰
(ఈ), ݆ = 1,2, …,	i-1, i+1, … , ݊ఈ 
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суть функции – партнёры для функции ߰
(ఈ). Выясним некоторые свойства ка-

нонического базиса ߰ଵ
(ఈ), … , ߰ഀ

(ఈ). 
1. Если ߰

(ఈ) - ݆ − 	ый партнёр функции ߰
(ఈ), то функция ߰

(ఈ) принадлежит 

݆ − 	ой строке представления типа ߙ и её функции – партнёры ෨߰௦
(ఈ) совпадают с 

функциями ߰௦
(ఈ), ݏ = 1,2, … , ݊ఈ . 

Действительно, по Теореме 5.1 ߰
(ఈ)= ܲ

(ఈ)߰ .		Применим	 к обеим частям этого 
равенства оператор ܲ

(ఈ). Тогда в силу (5.6) 
 

ܲ
(ఈ)߰

(ఈ) = ܲ
(ఈ)

ܲ
(ఈ)߰

(ఈ) = ߰
(ఈ), 

 
 и, значит, ߰

(ఈ) принадлежит ݆ − 	ой строке представления ܦ
(ఈ).  Далее  ݏ −

ая	функция – партнёр ෨߰௦
(ఈ) для ߰

(ఈ) по Теореме 5.1 равна ௦ܲ
(ఈ)߰

(ఈ). Поэтому, 
используя (5.6), получим, что 
 

෨߰௦
(ఈ) = ௦ܲ

(ఈ)߰
(ఈ) = ௦ܲ

(ఈ)
ܲ
(ఈ)߰

(ఈ) = ௦ܲ
(ఈ)߰

(ఈ) = ߰௦
(ఈ). 

 
Свойство 1 доказано.  Из этого свойства следует, что канонический базис не за-
висит от того, с функции какой строки представления ܦ

(ఈ) мы начали построе-
ние, и что 
 

		 ܶ߰௦
(ఈ) =ቀܦ

(ఈ)ቁ
௧௦

ഀ

௧ୀଵ

߰௧
(ఈ)		ݏ = 1,2,… , ݊ఈ . 

 

Следовательно, подпространство ℒ ቄ߰ଵ
(ఈ), … , ߰ഀ

(ఈ)ቅ - линейная оболочка функ-

ций  ߰ଵ
(ఈ), … , ߰ഀ

(ఈ) −	инвариантно для операторов 	 ܶ и в нём представление 
݃→ ܶ неприводимо и имеет тип ߙ. 

2. Пусть функции ߮
(ఈ), 	݅ =1,…,	݊ఈ, и ݂

(ఉ),		݆ =1,…,	݊ఉ , образуют канони-
ческие базисы представления ݃→ ܶ типов ߙ		и	ߚ в пространстве ܭ. При ߙ	 =  ߚ	
будем считать, что ܦ

(ఉ) = ܦ
(ఈ). Тогда функции ߮

(ఈ)	и	 ݂
(ఉ) ортогональны при 

,ߙ) ݅) ≠ ,ߚ) ݆), а при (ߙ, ݅) = ,ߚ) ݆) скалярное произведение 
( ߮

(ఈ), ݂
(ఉ))	не	зависит	от номера ݅. 

Действительно, в силу Теоремы 5.1 и соотношений (5.6), (5.7) 
 
( ߮

(ఈ), ݂
(ఉ)) = 	 ( ܲ

(ఈ)
߮
(ఈ), ܲ

(ఉ)
݂
(ఉ)) = ( ܲ

(ఉ)
ܲ
(ఈ)

߮
(ఈ), ݂

(ఉ)) = 0	при	(ߙ, ݅) ≠ ,ߚ) ݆). 
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Далее в силу (5.7), (5.6) и (5.3) 
 
( ߮

(ఈ), ݂
(ఈ)) = ( ܲଵ

(ఈ)߮ଵ
(ఈ), ܲଵ

(ఈ)
ଵ݂
(ఈ)) = ቀ ଵܲ

(ఈ)
ܲଵ
(ఈ)߮ଵ

(ఈ), ଵ݂
(ఈ)ቁ = ( ଵܲଵ

(ఈ)߮ଵ
(ఈ), ଵ݂

(ఈ)) =

(߮ଵ
(ఈ), ଵ݂

(ఈ)) i= 1,2,…,	݊ఈ. 
 
Свойство 2 можно выразить одним соотношением: 

( ߮
(ఈ), ݂

(ఉ)) = 	 ఈఉ(߮ଵߜߜ
(ఈ), ଵ݂

(ఉ))		 i= 1,2,…,	݊ఈ, j=1,2,…,	݊ఉ       (5.17) 
 

и описать словами при   (ߙ, ݅) ≠ ,ߚ) ݆) так: 
 ортогональны между собой функции ߮

(ఈ)и	 ݂
(ఉ) 

a) принадлежащие любым строкам ݅, ݆ не эквивалентных неприводимых 
представлений любых типов ߙ	и	ߚ;  

b) принадлежащие различным строкам ݅, ݆	 неприводимых представлений 
любых типов ߙ,  .ߚ

При (ߙ, ݅) = ,ߚ) ݆) свойство 2 обычно используется в ситуации 	 ߮
(ఈ) ≡	 ݂

(ఈ)и 
тогда оно означает, что нормы функций канонического базиса одинаковы. 

5.3.2. Оценка матричных элементов 
Применим полученные результаты для оценки матричных элементов опера-

торов. Необходимость в подобных оценках возникает в квантовой механике и в 
физике твёрдого тела, например, при формулировке правил отбора разрешён-
ных и запрещённых переходов (см. Введение). Подробнее мы будем говорить 
об этом позже, а здесь ограничимся лишь формальной стороной дела. 
Пусть ݃→ ܶ −представление группы ܩ в пространстве ܭ,ܳ − некоторый ли-
нейный оператор, действующий из  ܭ	в	ܭ, и коммутирующий с операторами ܶ  

 
ܳ ܶ߰ =	 ܶܳ߰ для ∀݃ ∈ ߰∀	и	ܩ ∈  (5.18)  ,ܭ

 
Пусть далее функции 	 ߮

(ఈ) и ݂
(ఉ) - те же, что и в начале этого параграфа и 

 
ܽ
ఈ,ఉ = ቀ	 ߮

(ఈ), ܳ ݂
(ఉ)ቁ. 

 
Требуется выяснить, при каких ݅, ݆, ,ߙ матричный элемент ܽ ߚ

ఈ,ఉ равен нулю не-

зависимо от любых свойств функций 	 ߮
(ఈ), ݂

(ఉ)и оператора ܳ кроме свойств 
симметрии. 

Ответ на этот вопрос получается очень просто с помощью соотношений 
(5.17), (5.18). Действительно, рассмотрим функции ݑ

(ఉ) = 	ܳ ݂
(ఉ). В силу (5.18) 
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	 ܶݑ
(ఉ) = 	 ܶܳ ݂

(ఉ) = ܳ ܶ ݂
(ఉ) = ܳቀܦ

(ఉ)ቁ
௦

ഁ

௦ୀଵ
௦݂
(ఉ) =ቀܦ

(ఉ)ቁ
௦

ഁ

௦ୀଵ

௦ݑ
(ఉ). 

 
Следовательно, функция ݑ

(ఉ) преобразуется под действием операторов 	 ܶ так 

же, как ݂
(ఉ), т.е. принадлежит строке номер ݆ представления типа ߚ группы ܩ. 

Применяя соотношения (5.17) к паре 	 ߮
(ఈ),  ݑ

(ఉ), имеем 

								ܽ
ఈ,ఉ = ቀ	 ߮

(ఈ), ݑ
(ఉ)ቁ = ఈఉ(߮ଵߜߜ	

(ఈ), ܳ ଵ݂
(ఉ))      (5.19) 

 
Следовательно, ܽ

ఈ,ఉ = 0,		если	ߙ	 ≠ 	ߙ то при любых  ݅,݆, и если ߚ =  	при	то		,ߚ	
݅ ≠ ݆. При ߙ	 = ݅ и	ߚ	 = ݆ величина  ܽ

ఈ,ఉ не зависит от номера ݅. 

5.3.3. Разрешённые и запрещённые переходы с учетом симметрии  
Возвратимся к вопросу о  запрещённых и разрешённых переходах, который 

мы обсуждали во Введении (B5). Теперь мы можем переформулировать усло-
вие запрещенности (разрешённости) перехода, используя наши знания по тео-
рии представлений. Пусть ܼ −квантовая система ݊ частиц, ܩ − конечная группа 
симметрии системы ܼ, т.е. ܼ݃ = ܼ	при	∀݃ ∈ ݎ Обозначим через .ܩ = ݔ) , ݕ ,  (ݖ
координаты ݅ − ой частицы и положим ݎ = ,ଵݎ) … , ܴ ,(ݎ =  В пространстве .{ݎ}
ℒଶ(ܴ) рассмотрим представление группы ܩ операторами 	 ܶ: 	 ܶ߰(ݎ) =
߰(݃ିଵݎ) для ∀߰(ݎ) ∈ ℒଶ(ܴ). Пусть			ܪ(ݎ) −оператор энергии системы ܼ. Т.к. 
ܩ −  группа симметрии системы ܼ, то  			ܪ(݃ݎ) = -собственные подпро ,(ݎ)ܪ
странства оператора 			ܪ(ݎ) будут инвариантны для операторов 	 ܶ, и операто-
ры 	 ܶ в этих подпространствах образуют представления группы  ܩ	(см.		§	2.4	). 
Пусть ߣ	и	ߥ - два различных собственных значения оператора 			ܪ(ݎ), ఒܷ	и	 ఔܷ	 - 
соответствующие собственные подпространства, и представления ݃→ ܶ в 
ఒܷ	и	 ఔܷ	 неприводимы и имеют соответственно типы  ߙ	(в	 ఒܷ	)и	ߚ	(в	 ఔܷ	). Обо-

значим канонические базисы представлений в ఒܷ
(ఈ) = ఒܷ	 через 		߮ଵ

(ఈ), … , 	߮ഀ
(ఈ) и 

в ఔܷ
(ఉ) = ఔܷ через ଵ݂

(ఉ), … , ݂ഁ
(ఉ) , где ݊ఈ 	и	݊ఉ −размерности представлений типов 

 .ߚ	и	ߙ
Пусть, далее, на систему ܼ действует возмущение ܳߝ, т.е. оператор энергии 

возмущённой системы есть  ܪఌ(ݎ) = (ݎ)ܪ	 + ܳ Считаем далее, что .ܳߝ ݂
(ఉ) ∈

ℒଶ(ܴ), ݆ = 1,2, … , ݊ఉ 	
и полагаем 
 

ܽ
ఈ,ఉ = ቀ	 ߮

(ఈ), ܳ ݂
(ఉ)ቁ. 
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В силу (0.15) условие запрещённости перехода "ߣ →  это равенства  –  "ߥ
 

ܽ
ఈ,ఉ = 0		для	любых	݅, ݆.  

 
Мы будем – говорить о запрещённости перехода "λ→ν" не для конкретных 

значений ߣ	и	ߥ, а для любых уровней энергии ߣ	и	ߥ, для которых связанные со-
стояния имеют симметрию соответственно ߙ	и	ߚ. Поэтому точнее говорить не о 
переходе "λ→ν" , а о переходе "ߙ	→	ߚ". Таким образом, для запрещённости пе-
рехода  "ߙ	→	ߚ"	равенство ܽ

ఈ,ఉ = 0		должно следовать из свойств симметрии 

функций 	 ߮
(ఈ), ݂

(ఉ), ܳ ݂
(ఉ), а не из их конкретного вида. Если соображения 

симметрии не позволяют утверждать справедливость равенства ܽ
ఈ,ఉ = 0		∀݅, ݆, 

то переход "ߙ	→	ߚ" называют разрешённым, хотя для каких-то конкретных со-
стояний 	 ߮

(ఈ), ݂
(ఉ) разрешённый переход может не реализоваться, если случай-

но окажется что ܽ
ఈ,ఉ = 0		∀݅, ݆. 

5.3.4. Простое правило отбора 
Рассмотрим теперь частный случай оператора ܳ(ݎ), а именно случай, когда 

оператор ܳ(ݎ) коммутирует с преобразованием 	 ܶ, ݃ ∈  Тогда в силу (5.19) .ܩ
можно утверждать, что переход "ߙ	→	ߚ" запрещён при 
ߚ ≠ ߚ	при	разрешён	и	ߙ = -Этот вывод называется простым правилом отбо .ߙ
ра и сделан для случая, когда выполняется (5.18). 

Рассмотренный нами случай оказался очень простым. Однако, если равенст-
во (5.18) не верно, то использованный подход не применим. В то же время, си-
туации , когда равенство (5.18) не выполняется , встречаются в приложениях 
довольно часто. Пусть, например, на квантовую систему с гамильтонианом  ܪ и 
группой симметрии	ܩ накладывается внешнее возмущение, не инвариантное 
относительно преобразований 	 ܶ, ݃ ∈ -В этом случае возникает необходи .ܩ
мость оценки матричных элементов ܽ

ఈ,ఉ = ቀ	 ߮
(ఈ), ܳ ݂

(ఉ)ቁ с оператором ܳ, не 

коммутирующим с преобразованиями ܶ.Чтобы выяснить, когда ܽ
ఈ,ఉ = 0 в этой 

ситуации, нам необходимо будет ввести новое понятие – произведение пред-
ставлений – и изучить его свойства. Это будет сделано в главе VI. 
 

§	5.4 Разложение пространства представления 
 

5.4.1. Стандартный подход 
 

Пусть ݃ → ܶ  –  произвольное унитарное представление группы ܩ в конеч-
номерном пространстве ܦ ,ܭ – матрицы операторов ܶ в произвольном орто-
нормированном базисе ߰ଵ, … , ߰ в	ܭ, ߯ − характеры элементов ݃ ∈ -в пред ܩ
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ставлении ݃→ܦ. Вычислим ܽ = ൫߯, ߯൯ீ. Если ܽ = 1, то представление  
݃→ ܶ в	ܭ неприводимо. Допустим ܽ > 1. По формуле (4.5) находим числа ఈ, 
показывающие, сколько раз неприводимое представление типа ߙ содержится в 
представлении ݃ → ܶ. 

Пусть ߁ = ఈ|ߙ} ≥ 1}. Выбираем произвольное ߙ ∈  элемент ܭ и находим в ߁
ଵ݂, для которого 

ଵ݂ଵ
(ఈ):= ଵܲଵ

(ఈ)
ଵ݂ ≠  11	.ߠ

В силу следствия Теоремы 5.3 функция ଵ݂ଵ
(ఈ) принадлежит первой строке пред-

ставления типа ߙ. 
Применяя операторы ௦ܲଵ

(ఈ) (см. (5.4)), мы строим функции – партнёры 

ଵ݂௦
(ఈ)	для	 ଵ݂ଵ

(ఈ): 
 

ଵ݂௦
(ఈ) = ௦ܲଵ

(ఈ)
ଵ݂ଵ
(ఈ), ݏ = 1,2, … , ݊ఈ . 

12 
 
Обозначим через ܴଵ

(ఈ) линейную оболочку функций ଵ݂௦
(ఈ), ݏ = 1,2, … , ݊ఈ. Оче-

видно, в пространстве ܴଵ
(ఈ) представление  ݃→ ܶ неприводимо и имеет тип ߙ. 

Пусть ܭഥଵ = ܭ ⊝ ܴଵ
(ఈ) – ортогональное дополнение пространства ܴଵ

(ఈ) до ܭ. Так 
как операторы  ܶ унитарные, то пространство  ܭഥଵ инвариантно для ܶ. Если  
ఈ ≥ 2, то мы можем найти в ܭഥଵ такую функцию ଶ݂, что ଵܲଵ

(ఈ)
ଶ݂ ≠  Положим .ߠ

ଶ݂ଵ
(ఈ) = ଵܲଵ

(ఈ)
ଶ݂, ଶ݂௦

(ఈ) = ௦ܲଵ
(ఈ)

ଶ݂ଵ
(ఈ), ݏ = 1,2, … , ݊ఈ и построим пространство ܴଶ

(ఈ) как 
линейную оболочку функций ଶ݂

(ఈ), ݆ = 1,2,… , ݊ఈ . Тогда в пространстве ܴଶ
(ఈ) 

представление ݃→ ܶ неприводимо и имеет тип ߙ. Пусть  ܭഥଶ = ഥଵܭ ⊝ܴଶ
(ఈ). Если  

ఈ ≥ 3, то мы повторяем проведённые рассуждения в пространстве ܭഥଶ и т.д. до 
тех пор, пока не построим ఈ пространств ܴଵ

(ఈ), ܴଶ
(ఈ), … , ܴഀ

(ఈ). Далее полагаем 
(ఈ)ܭ = ∑ ⊕ഀ

ୀଵ ܴ
(ఈ), ܭഥఈ =  .(ఈ)ܭ⊝ܭ

 

Если ܭഥఈ ≠ {∅}, то ∃	ߚ ∈ ߚ ,߁	 ≠ -и все рассуждения, проведённые в про ,ߙ	
странстве ܭ для типа ߙ, мы повторяем в пространстве ܭഥఈ для типа ߚ. В резуль-
тате будут построены взаимно ортогональные пространства ܴଵ

(ఉ), ܴଶ
(ఉ), … , ܴഁ

(ఉ), в 
                                                             
11 Функция ଵ݂найдётся, например, среди базисных функций , ߰ଵ, … , ߰, ибо иначе выполня-
лось бы равенство ଵܲଵ

(ఈ)߰ = 0	при ∀	߰  не ܭ и тогда в силу Теоремы 5.1 в пространстве ܭ ∋
было бы функций, принадлежащих первой строке представления типа ߙ, что противоречит 
условию ߙ ∈  .߁
 
12у функции ௧݂௦

(ఈ)(пока t=1) индекс t нумерует представления типа ߙ, входящие в ܦ: 
t=1,2,…,	ఈ; индекс ݏ указывает на строку представления ܦ

(ఈ),	которой принадлежит функ-
ция ௧݂௦

(ఈ) 
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каждом из которых представление ݃→ ܶ неприводимо и имеет тип ߚ. Пусть 
(ఉ)ܭ = ∑ ⊕ഁ

ୀଵ ܴ
(ఉ). Далее полагаем ܭഥఈ,ఉ = ഥఈܭ ⊝∑ ܴ

(ఉ)ഁ
ୀଵ . Если ܭഥఈ,ఉ ≠ {∅}, то 

∃	γ, ߛ ∈ ,߁ γ ≠ ,ߙ -ഥఈ,ఉ для типа γ все рассужܭ и мы повторяем в пространстве ,ߚ
дения, проведённые в ܭഥఈ для типа ߚ и т.д.. В итоге мы исчерпаем пространство 
ᇱߙ построив для каждого ,ܭ ∈ пространства ܴ ߁

(ఈᇲ), ݅ = 1,2,… , ఈᇲ , в которых 
представление ݃→ ܶ неприводимо и имеет тип ߙᇱ: 

ܭ															 = ⊕
ఈᇲ∈	௰

(ఈᇲ)ܭ =  ⊕ܴ
(ఈᇲ)

ഀᇲ

ୀଵఈᇲ∈	௰	

.																															(5.20) 

 
Одновременно в каждом из подпространств ܴ

(ఈᇲ) нами построен канонический 
базис представления типа ߙᇱ. 

 
5.4.2. Альтернативный вариант 
 

Для разбиения пространства ܭ на подпространства ܭ(ఈᇲ), ߙᇱ ∈ -можно бы ,߁	
ло действовать по-другому. Для каждого ߙᇱ ∈  положим ߁	
 

ܭ
(ఈᇲ) = ܲ(ఈᇲ)ܭ = ൛ܲ(ఈᇲ)߰ห		∀	߰ ∈  .{ܭ

 

Пусть	߰ଵ, … , ߰ − базис	в	ܭ, тогда		߰ =ߦ߰	



ୀଵ

, и 

 

ܭ	
(ఈᇲ) = ℒ൛ܲ(ఈᇲ)߰ଵ		, ܲ(ఈ

ᇲ)߰ଶ		, … , ܲ(ఈ
ᇲ)߰		ൟ.	 

 

	Т. к.  ܲ(ఈᇲ) = ܫ
ఈᇲ∈	௰

		в	пространстве	ܭ, то 

ܭ				 = ⊕
ఈᇲ∈	௰

ܭ
(ఈᇲ)																																																						(5.21) 

 
Покажем, что это разложение совпадает с разложением (5.20), т.е. что ܭ

(ఈᇲ) =
,ߙ	∀ Но предварительно заметим, что при .(ఈᇲ)ܭ ᇱߙ ∈  для любых функций  ߁	
߱(ఈᇲ)	из	ܭ(ఈᇲ)	и	߱(ఈ)	из	ܭ(ఈ)	выполняется  
 

															ܲ(ఈᇲ)߱(ఈ) = ܲ(ఈ)߱(ఈᇲ) =  ఈఈᇲ߱(ఈ).   (5.22)ߜ
 

Действительно, по построению пространство ܭ(ఈᇲ) состоит из функций, при-
надлежащих различным строкам представления типа ߙᇱ и из их линейных ком-
бинаций. Но для любой функции ߰, принадлежащей, например, ݆ − ой строке 
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представления типа ߙᇱ по Теореме 5.1 выполняется ߰ = ܲ
(ఈᇲ)߰ и поэтому в си-

лу (5.8), (5.9) 
 

ܲ(ఈ)߰ = ܲ(ఈ) ܲ
(ఈᇲ)߰ = ܲ

(ఈ)
ഀ

ୀଵ
ܲ
(ఈᇲ)߰ = ቀ ܲ

(ఈᇲ)ቁ
ଶ
ఈఈᇲ߰ߜ = ఈఈᇲߜ ܲ

(ఈᇲ)߰ =  .ఈఈᇲ߰ߜ

 
Следовательно, для каждой функции ߱(ఈᇲ) из ܭ(ఈᇲ) выполняется равенство 
(5.22). Проверка (5.22) для функции ߱(ఈ) проводится аналогично. 

Переходим к доказательству равенства ܭ(ఈᇲ) = ܭ
(ఈᇲ).  Пусть ߱ ∈ -В си .(ఈᇲ)ܭ

лу (5.22) ߱ = ܲ(ఈᇲ)߱ и поэтому ߱ ∈ ܭ
(ఈᇲ). Значит	ܭ(ఈᇲ) ⊆ ܭ

(ఈᇲ).  Рассмотрим 
теперь произвольную функцию ݑ ∈ ܭ

(ఈᇲ) для какого-то фиксированного  
ᇱߙ = ܭ По определению пространства .ߙ	

(ఈ) найдётся функция ߰ ∈  такая, что ܭ
ݑ = ܲ(ఈ)	߰. В силу свойств (5.8),(5.10) функция ݑ ортогональна любым функци-
ям ݒ из пространств ܭ(ఈᇲ) при ߙᇱ ≠ ,ݑ) ибо ,ߙ	 (ݒ = ൫ܲ(ఈ)	߰, ൯ݒ = 
൫ܲ(ఈ)	߰, ܲ(ఈᇲ)ݒ൯=൫	߰, ܲ(ఈ)ܲ(ఈᇲ)ݒ൯=0  при  ߙᇱ ≠ -Поэтому и вследствие разло .ߙ	
жения (5.20) функция ݑ	из	ܭ

(ఈ) принадлежит ܭ(ఈ), т.е. ܭ
(ఈ) ⊆ ߙ .Т.к .(ఈ)ܭ − это 

любое значение ߙᇱ	из	߁, то с учётом доказанного выше  ܭ
(ఈᇲ) =  .ᇱߙ	∀ при (ఈᇲ)ܭ

Для нахождения канонического базиса (при ఈᇲ = 1) или базисов (при ఈᇲ ≥ 2) 
представлений типа ߙᇱ надо действовать так же, как в п. 5.4.1, но не во всём 
пространстве ܭ , а в подпространстве ܭ

(ఈᇲ). 
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ГЛАВА VI. ПРЯМОЕ (ТЕНЗОРНОЕ) ПРОИЗВЕДЕНИЕ МАТРИЦ 
И ПРЕДСТАВЛЕНИЙ. ПРЯМОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ГРУПП 

  
«То, что не ясно, следует выяснить». 

Конфуций, (551-479 г. до н.э.) 
 
 

§	.1 Облегчающий пример 
 

Чтобы понять происхождение тех определений и понятий, о которых пойдёт 
речь, рассмотрим следующий пример. Пусть ܪ – гамильтониан электрона но-
мер ݅ в поле ядра атома гелия. В атомных единицах 
 

ܪ = − ଵ
ଶ
△−

ଶ
||

 , 
где 

ݎ = ݔ) , ݕ , ,(ݖ 	△=
߲ଶ

ଶݔ߲
+

߲ଶ

ଶݕ߲
+
߲ଶ

ଶݖ߲
	. 

 
Пусть ܧଵ	и	ܧଶ −  какие-то собственные значения операторов 	ܪଵ и ܪଶ: 
 

(ଵݎ)ݑଵܪ								 = ,(ଵݎ)ݑଵܧ (ଶݎ)ݒଶܪ =  (6.1)         .(ଶݎ)ݒଶܧ
 

Обозначим через ܹ = ܹ(ܧ) собственное подпространство оператора ܪ, от-
вечающее собственному значению ܧ; пусть ݊ = ݀݅݉ ܹ . Функции из ܹ опи-
сывают связанные состояния ݅ −ого электрона с энергией ܧ в поле ядра атома 
гелия. Связанные состояния двухчастичной системы  с энергией ܧ = ଵܧ +  ଶ вܧ
пренебрежении членом взаимодействия электронов между собой будут описы-
ваться собственными функциями оператора ܪ = ଵܪ + -ଶ, отвечающими собстܪ
венному значению ܧ = ଵܧ +  уравнения	ଶ, т.е. решениями ߰ܧ
 

߰ܪ																																						 =  (6.2)        .߰ܧ
 

Пусть ܹ = (ܧ)ܹ − собственное подпространство оператора ܪ, отвечающее 
числу ܧ. Нетрудно проверить, что для любых функций ݑ(ݎଵ) ∈ ଵܹ	и		ݒ(ݎଶ) ∈ ଶܹ 
функция  ߱ = (ଶݎ)ݒ(ଵݎ)ݑ ∈ ܹ. Поэтому в ܹ содержатся все линейные комби-
нации возможных произведений функций из ଵܹ на функции из ଶܹ, т.е. 
 

ܹ ⊇ ܹ ,ଵݎ)߱}= ,ଵݎ)߱|(ଶݎ (ଶݎ = ∑ ܿ, ܿ		,(ଶݎ)ݒ(ଵݎ)ݑ −любые числа}13; 
 

                                                             
13 можно доказать, что ܹ = ܹ, но для нас это не существенно.  
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где ݑ(ݎଵ), ݅ = 1,2, … , ݊ଵ	и	ݒ(ݎଶ), ݆ = 1,2, … , ݊ଶ −	произвольные базисы про-
странств ଵܹ	и ଶܹ. 

Построение пространства ܹ из элементов пространств ଵܹ	и ଶܹ является ча-
стным случаем построения тензорного произведения пространств. 

Если в пространствах функций, зависящих от  ݎଵ	и		ݎଶ, были определены ска-
лярные произведения (ݑ(ݎଵ), ,(ଶݎ)ݒ)	и	ଵ((ଵݎ)ݑ - то в ܹ для любых эле	ଶ((ଶݎ)ݒ
ментов  
 

,ଵݎ)߱		 (ଶݎ =ܿ
,

,(ଶݎ)ݒ(ଵݎ)ݑ ߱(ݎଵ, (ଶݎ = ܿ̃௦௧
௦,௧

 .(ଶݎ)௧ݒ(ଵݎ)௦ݑ

 
можно определить скалярное произведение равенством 
 

,ଵݎ)߱) ,(ଶݎ ߱(ݎଵ, ((ଶݎ =ܿܿ̃௦̅௧
	,
௦,௧

,(ଵݎ)ݑ) ,(ଶݎ)ݒଵ൫((ଵݎ)௦ݑ  ,൯ଶ(ଶݎ)௧ݒ

Пусть в пространствах ܹ заданы операторы ܶ(), ܹ 	
		்()
ሱ⎯ሮ ܹ 	,	действующие 

каждый только на функции от ݎ. Тогда в пространстве ܹ мы можем естест-
венным образом определить линейный оператор ܶ = ܶ(ଵ)⊗ ܶ(ଶ) по формуле   
 

ܶ߱ = (ܶ(ଵ)⊗ܶ(ଶ))߱ ≔ܿ


ܶ(ଵ)ݑ(ݎଵ)ܶ(ଶ)ݒ(ݎଶ)																									(6.3) 

 
Определение (6.3) есть частный случай определения тензорного произведе-

ния операторов. 
Если оператор ܶ(ଵ) в пространстве ଵܹ имел в базисе ݑ(ݎଵ) матрицу ܦ(ଵ), а 

оператор ܶ(ଶ) в пространстве ଶܹ имел в базисе ݒ(ݎଶ) матрицу ܦ(ଶ), то матрич-
ные элементы матрицы ܦ оператора ܶ в базисе ݑݒ пространства ܹ можно 
получить из равенства: 
 

ݒݑܶ = ܶ(ଵ)ݑܶ(ଶ)ݒ =൫ܦ(ଵ)൯௦

భ

௦ୀଵ

൯௧(ଶ)ܦ௦൫ݑ

మ

௧ୀଵ

௧ݒ =൫ܦ(ଵ)൯௦
௦,௧

൫ܦ(ଶ)൯௧ݑ௦ݒ௧  

 
Т.к. базис в ܹ занумерован двумя индексами, то номера строк и столбцов мат-
рицы ܦ оператора ܶ в базисе ݑݒ тоже будут нумероваться двумя индексами, а 
элементы матрицы ܦ − четырьмя	индексами: ܦ௦௧, = ௦ܦ

(ଵ) ∙ ௧ܦ
(ଶ). Матрица ܦ, 

отвечающая оператору ܶ, называется прямым (тензорным) произведением мат-
риц  ܦ(ଵ)и ܦ(ଶ), отвечающих операторам ܶ(ଵ)и	ܶ(ଶ). В этом случае пишут: 
 

(ଵ)ܦ  = ܦ  .(ଶ)ܦ ×
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Наконец, пусть операторы ܶ(ଵ) = ܶ
(ଵ)	и	ܶ(ଶ) = ܶ

(ଶ), ݃	 ∈ -таковы, что со ,ܩ
ответствие ݃ → ܶ

() есть представление группы ܩ в пространстве ܹ и пусть 

ܶ = ܶ
(ଵ)⊗ ܶ

(ଶ). Тогда отображение ݃ → ܶ является представлением группы	ܩ 
в пространстве ܹ, ибо для ∀	݃, ݂	 ∈  ܩ
 

ܶ ܶݑݒ = ( ܶ
(ଵ)⊗ ܶ

(ଶ)) ∙ ( ܶ
(ଵ)⊗ ܶ

(ଶ))ݑݒ = ܶ
(ଵ)

ܶ
(ଵ)ݑ ܶ

(ଶ)
ܶ
(ଶ)ݒ =

= ܶ
(ଵ)ݑ ܶ

(ଶ)ݒ = ቀ ܶ
(ଵ)⊗ ܶ

(ଶ)ቁ ݒݑ = ܶݑݒ . 
 
Представление ݃ → ܶ называется тензорным произведением представлений 
݃ → ܶ

(ଵ)и ݃ → ܶ
(ଶ), а матрицы ܦ операторов ܶ будут, согласно сказанному 

выше, тензорными произведениями матриц ܦ
(ଵ)и	ܦ

(ଶ) операторов ܶ
(ଵ) в ଵܹ 

и	 ܶ
(ଶ) в ଶܹ. 

 
§	.2 Тензорное произведение и его свойства 

 
6.2.1. Тензорное произведение пространств ,матриц и операторов                

(определения) 
 

После того, как интересующие нас понятия естественным образом возникли 
в конкретной физической ситуации, проведём абстрактный подход. 
Определение. Пусть ܴଵ	и	ܴଶ - конечномерные линейные пространства над по-
лем ܨ и вектора ߮ ∈ ܴଵ, ݅ = 1, … , ݊ଵ	 и ݂ ∈ ܴଶ	, ݆ = 1, … , ݊ଶ	  образуют базисы 
в пространствах ܴଵ	и	ܴଶ. Назовём пространство ܴ тензорным (прямым) про-
изведением пространств ܴଵ	и	ܴଶ и будем писать ܴ = ܴଵ⊗ܴଶ, если ܴ есть ли-
нейная оболочка пар ߮ ݂ , ݅ = 1, … , ݊ଵ, 
݆ = 1, … , ݊ଶ, т. е.		если	  

	ܴ = ቐ߱|߱ =ܿ

మ

ୀଵ

భ

ୀଵ

߮ ݂ , ∀	ܿ ∈  ,ቑܨ

 где под суммой  

߱ =ܿ

మ

ୀଵ

భ

ୀଵ

߮ ݂ 		понимается			набор			пар		߮ ݂ , в		котором	каждой		 

паре сопоставлено число	ܿ ∈  ′߱	и	Операции сложения векторов ߱ .ܨ

(߱′ =݀

మ

ୀଵ

భ

ୀଵ

߮ ݂ , ݀ ∈ 	ܽ	скаляр	на	вектора		умножения		и		(	ܨ ∈ 										ܨ

∈ определяются		естественным	образом: 
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߱ +	߱ᇱ ≔	(ܿ + ݀

మ

ୀଵ

)
భ

ୀଵ

߮ ݂ , ܽ߱ ≔ܽܿ

మ

ୀଵ

భ

ୀଵ

߮ ݂ . 

Легко видеть, что ܴ – линейное пространство размерности ݊ = ݊ଵ݊ଶ и что пары 
߮ ݂ 	образуют	в	нём	базис.		 

Отметим	также, что, если	߮ =ߦ

భ

ୀଵ

߮ , ݂ = ߟ ݂

మ

ୀଵ

, то	в	силу	выше	сказан		−	 

ного пара ݂߮ −  это набор пар ߮ ݂ с коэффициентами ܿ =  ., т.еߟߦ
 

݂߮ =	ܿ

మ

ୀଵ

భ

ୀଵ

߮ ݂ . 

 
Для пространств ܴଵ	и	ܴଶ возможны разные варианты конкретных реализаций. 
Например,  ܴଵ может быть пространством линейных операторов, а  ܴଶ − про-
странством функций, на которые эти операторы действуют. В данном случае 
произведение ݂߮ − это значение оператора ߮ на функции ݂ и для применения 
общей теории необходимо, чтобы функции ߮ ݂ 	݅ = 1, … , ݊ଵ, ݆ = 1, … , ݊ଶ были 
линейно независимы. Это требование необходимо и в случае , когда ܴଵ	и	ܴଶ со-
стоят из функций и действие оператора ߮ на функцию ݂  − это умножение ߮ на 
݂. Отметим, что если в этом случае ߮ 	и	 ݂ − функции разных аргументов (как в 
примере в разделе 6.1), то требование линейной независимости функций ߮ ݂ 
выполняется автоматически.  

Если в каждом из пространств ܴ௦ было определено скалярное произведение 
(∙,∙)௦, s=1,2, то мы определим в ܴ скалярное произведение элементов 
 

߱ =݀
,

߮ ݂ 	и	߱ᇱ =݀௦௧ᇱ

௦,௧

߮௦ ௧݂ 

 
соотношением 
 

								(߱, ߱ᇱ) = ݀݀௦௧ᇱതതതത
	,
௦,௧

(߮ , ߮௦)ଵ൫ ݂ , ௧݂൯ଶ.																															(6.4) 

 
Поэтому, если базисы в ܴଵ	и	ܴଶ были ортонормированными, то и базис в 
ܴଵ⊗ܴଶ - ортонормированный. 
 

Задание. Проверить, что равенство (6.4) действительно определяет скалярное 
произведение в ܴ. 
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Пусть далее в пространствах ܴଵ, ܴଶ действуют соответственно линейные опе-
раторы ܣ	и	ܤ. 

Определение. Оператор С называется тензорным произведением операто-
ров ܣ	и	ܤ и обозначается	С: = 	ܣ	 ⊗ ,ܤ	 если	С߱ = ∑ ݀ ܤ߮ܣ ݂ 	для	∀	߱ ∈ 	ܴ. 
 

Здесь, согласно ранее сказанному, ߮ܣܤ ݂ – есть просто пара элементов 
߮ܣ ∈ ܴଵ, ܤ ݂ 	 ∈ ܴଶ. 

Из курса линейной алгебры  известно, что каждому оператору в линейном 
пространстве отвечает матрица, определяемая действием этого оператора на 
элементы базиса. 

Определение (a). Пусть ‖ܤ‖ ,‖ܣ‖, ‖С‖ суть матрицы операторов ܣ	,  и С	С,ܤ
	ܣ = ⊗  Матрица  ‖С‖ оператора С, являющегося тензорным произведением .ܤ
операторов  ܣ	и	ܤ, называется тензорным (прямым) произведением матриц 
  и обозначается ‖ܤ‖ и	‖ܣ‖
 

‖С‖ = ‖ܣ‖ ×  .‖ܤ‖
 
Дадим также определение тензорного произведения матриц, не использующее 
понятия тензорного произведения операторов. 
 

Определение (b). Пусть ‖ܣ‖ = (ܽ), ݅, ݇=1,…,݊ଵ, ‖ܤ‖ =	(ܾ௧), ݆,  .ଶ݊,…,1=ݐ
Матрицу ‖С‖ = (с,௧) назовём тензорным (прямым)  произведением матриц 
‖и будем писать ‖С ‖ܤ‖ и	‖ܣ‖ = ‖ܣ‖ ×   если ,‖ܤ‖
 

с,௧ = ܽ ܾ௧. 
 

Покажем, что определения (a) и (b) эквивалентны. Действительно, согласно (a), 
для нахождения элементов матрицы  ‖С‖ необходимо применить оператор С к 
базисным элементам ߮ ௧݂. Сделав это, получим 
 

С߮ ௧݂ = ܤ߮ܣ ௧݂ =ܽ


߮	 ܾ௧
୨

݂ =ܽ ܾ௧߮ ݂
,

. 

 
Таким образом, матричные элементы матрицы  ‖С‖	суть  с,௧ =  ܽ ܾ௧, т.е. оп-
ределение (a) даёт ту же матрицу ‖С‖, что и определение  (b). 

 

Мы видим, что  элементы матрицы  ‖С‖ имеют двойную нумерацию строк и 
столбцов: номер строки (столбца) элемента с,௧ состоит из записанных после-
довательно номеров строк (столбцов) тех элементов ܽ	и		 ܾ௧, произведением 
которых является данный элемент. 

 

Матрица  ‖С‖ имеет порядок ݊ଵ݊ଶ и её структура видна из следующего ри-
сунка: 
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‖С‖ =

⎝

⎜
⎛
ܽଵଵ‖ܤ‖ ܽଵଶ‖ܤ‖				⋯ ܽଵభ‖ܤ‖
ܽଶଵ‖ܤ‖ ܽଶଵ‖ܤ‖				⋯ ܽଶభ‖ܤ‖

⋮ 						⋱ ⋮
ܽభଵ‖ܤ‖ ܽభଶ‖ܤ‖			⋯ ܽభభ‖ܤ‖⎠

⎟
⎞

 

 
Задание. В пространстве ܴ = ܴଵ⊗ܴଶ базисные элементы ݑ = ߮ ݂ можно 

располагать по-разному. Например, ݑଵଵ, ,ଵଶݑ … , ଵమݑ , ,ଶଵݑ   или	ଶଶ…ݑ
,ଵଵݑ ଶଵݑ , ,భଵݑ ,…,ଷଵݑ ,ଵଶݑ .т	ଶଶ…иݑ д.. Выясните, какому выбору порядка ба-
зисных элементов отвечает приведённый вид матрицы ‖С‖. 
 

6.2.2. Свойства тензорного произведения матриц 
 

Выясним некоторые свойства тензорного произведения матриц. Далее будем 
обозначать матрицы так же, как и операторы ܣ	,  .С и т.д,ܤ

1. След тензорного произведения С = 	ܣ	 × -матриц равен произве ܤ	
дению следов сомножителей: 
 

Сݎܶ = 	ܣݎܶ	 ∙  .ܤݎܶ
 
       Действительно, поскольку с,௦௧ = ܽ௦	 ܾ௧ то  
 

Сݎܶ =с, = 	ܽ	 ܾ =	
,,

	ܣݎܶ	 ∙  ܤݎܶ

 
2. Тензорное произведение  С = 	ܣ	 ×  ܤ	и	ܣ диагональных матриц ܤ	

есть диагональная матрица. 
Действительно, если ܣ = ൫ܽߜ൯, ܤ = (ܾ௦௧ߜ௦௧), то с௦,௧=ܽߜܾ௦௧ߜ௦௧ . 

3. Матрица С∗, сопряжённая тензорному произведению С = 	ܣ	 ×  ܤ	
матриц ܣ	и	ܤ, равна тензорному произведению матриц 	ܣ∗		и 	ܤ∗, сопряжён-
ных к ܣ	и	ܤ:	С∗ = ∗ܣ ×  .(доказать самостоятельно) ∗ܤ
4. Пусть ܣ	и	ܤ – матрицы порядка ݉; ܵ	и	ܶ – матрицы порядка ݊.            

Тогда 
 

ܮ									 ≡ ܣ) × ܵ) ∙ ܤ) × ܶ) = ܮ ≡ ܤܣ × ܵܶ         (6.5) 
 

Равенство (6.5) связывает тензорное и обычное произведение матриц. Для 
его доказательства сравним элементы с одинаковыми номерами ݈, матри-
цы ܮ и ݈,  матрицы ܮ. Пусть ܣ = (ܽᇲ), ܤ = (	ܾᇲ), ܵ = ൫ݏᇲ൯, ܶ =
൫	ݐᇲ൯.			Имеем: 
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݈, =ܽᇲݏᇲ 	ܾᇲ	ݐᇲ	,
ᇲ,ᇲ

	݈, =ܽᇲ 	ܾᇲ	
ᇲ

ݏᇲ 	ᇲݐ	
ᇲ

. 

 

Очевидно, ݈, = ݈, . 
5. Пусть матрицы ܣଵ и ܣଶ обратимы. Тогда тензорное произведение С 

матриц ܣଵ и ܣଶ обратимо и 
 

Сିଵ = ଵିଵܣ ×  .ଶିଵܣ
 

Действительно, в силу (6.5) с ܣ = ܵ ,ଵܣ = ܤ ,ଶܣ = ܶ ,ଵିଵܣ =  ଶିଵ имеемܣ
 

ଵܣ) × (ଶܣ ∙ ଵିଵܣ) × (ଵିଵܣଵܣ) = (ଶିଵܣ × (ଶିଵܣଶܣ) =  ,ܧ
 

т.е. матрица  ܣଵିଵ × ଵܣ ଶିଵ является обратной кܣ ×  .ଶܣ
 

6. Пусть матрицы ܣଵ и ܣଶ унитарны. Тогда тензорное произведение 
С=ܣଵ ×  .ଶ также есть унитарная матрицаܣ ଵ иܣ ଶ матрицܣ

 

Утверждение следует из свойств 3) и 5), ибо  
 

С∗ = ∗ଵܣ  × ଵିଵܣ=∗ଶܣ × ଵܣ)=ଶିଵܣ × С	=	ଶ)ିଵܣ
ିଵ. 

§	.3 Тензорное произведение представлений 
 

6.3.1. Свойства тензорного произведения представлений 
Пусть в линейных пространствах ܴଵ и ܴଶ заданы представления группы 

:ܩ ݃ → ܶ
ᇱ		в	ܴଵ и ݃ → ܶ

ᇱᇱ		в	ܴଶ. Матрицы оператора  ܶ
ᇱ		в базисе ߮ଵ, … , ߮భ  про-

странства ܴଵ и оператора  ܶ
ᇱᇱ	в базисе ଵ݂, … , ݂మ  пространства ܴଶ обозначим со-

ответственно ܦᇱ	 и ܦᇱᇱ	. В тензорном произведении ܴ = ܴଵ⊗ܴଶ пространств ܴଵ 
и ܴଶ определим тензорное произведение ܶ= ܶ	

ᇱ	 ⊗ ܶ
ᇱᇱ	 операторов ܶ	

ᇱ	, ܶ
ᇱᇱ	 (см. § 

6.2). Тогда матрица ܦ оператора ܶ в базисе ߮ ݂ пространства  ܴ будет тен-
зорным произведением матриц ܦᇱ	 и ܦᇱᇱ	. 

Покажем, что отображение  ݃ → ܶ (݃ →  в ܩ ) есть представление группыܦ
ܴ. Мы сделаем это двумя (эквивалентными) способами – на языке операторов и 
на языке матриц. 	Итак, пусть	݃ᇱ, ݃ᇱᇱ ∈ ,ܩ	 ߱ = ∑ ܿ, ߮ ݂ ∈ 	ܴ. Имеем 
 

ܶᇲܶᇲᇲ߱ = ( ܶᇲ
ᇱ ⊗ ܶᇲ

ᇱᇱ) ∙ ( ܶᇲᇲ
ᇱ ⊗ ܶᇲᇲ

ᇱᇱ )߱ =ܿ
,

ܶᇲ
ᇱ

ܶᇲᇲ
ᇱ ߮ ܶᇲ

ᇱᇱ
ܶᇲᇲ
ᇱᇱ

݂ = 

 
= ∑ ܿ, ܶᇲᇲᇲ

ᇱ ߮ ܶᇲᇲᇲ
ᇱᇱ

݂	=	( ܶᇲᇲᇲ
ᇱ ⊗ ܶᇲᇲᇲ

ᇱᇱ )߱=ܶᇲᇲᇲ߱, 
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что и требовалось показать. 
На языке матриц, используя (6.5), получаем 

 
ᇲܦᇲᇲ = ൫ܦ ᇲܦ

ᇱ × ᇲܦ
ᇱᇱ ൯ ∙ ൫ܦᇲᇲ

ᇱ × ᇲᇲܦ
ᇱᇱ ൯ = (ܦᇲ

ᇱ ∙ ᇲᇲܦ
ᇱ ) × ᇲܦ)

ᇱᇱ ∙ ᇲᇲܦ
ᇱᇱ ) = 

ᇲᇲᇲܦ	=
ᇱ × 	ᇲᇲᇲܦ

ᇱᇱ  .ᇲᇲᇲܦ	=
Таким образом, тензорное произведение операторов (матриц), реализующих 

представление группы ܩ, также является представлением ܩ.	 Это представление 
называется тензорным произведением представлений. 

В силу свойства 1 (см. 6.2.2), характеры элементов тензорного произведения 
представлений равны произведениям характеров сомножителей, т.е. если 
ܦ = ᇱܦ × ᇱᇱ то ߯ܦ = ߯ᇱ ߯ᇱᇱ, где ߯ = , ߯ᇱܦݎܶ = ᇱܦݎܶ ,	 ߯ᇱᇱ =  ᇱᇱ. Тензорноеܦݎܶ
произведение ܦ представлений ܦᇱ ×  ᇱᇱ в общем случае приводимо, даже еслиܦ
представления – сомножители являются неприводимыми, поскольку необходи-
мое и достаточное условие неприводимости представления ܦ − равенство 
൫߯, ߯൯ீ = 1 − вообще говоря, не следует из равенств ൫߯ᇱ , ߯ᇱ ൯ீ = 1,	   
൫߯ᇱᇱ, ߯ᇱᇱ൯ீ = 1. 
 

Задание. Доказать, что если хотя бы одно из представлений ܦᇱ , -ᇱᇱ – одноܦ
мерно, то представление ܦ неприводимо. 

6.3.2. Разложение тензорного произведения неприводимых                  
представлений 

Пусть ݃ → ܦ
(ఈ), ݃ → ܦ

(ఉ) – произвольные неприводимые представления 
группы ܩ соответственно в пространствах ܴଵ и ܴଶ и ܦ = ܦ

(ఈ) × ܦ
(ఉ). Тогда мы 

можем разложить представление ݃ → ܴ  в пространствеܦ = ܴଵ ⊗ܴଶ на не-
приводимые. 
Имеем 
 

ܦ									 = ܦ
(ఈ) × ܦ

(ఉ) =⊕ сఈఉ,ఊ
ఊ

ܦ
(ఊ),																																						(6.6) 

где 
	сఈఉ,ఊ = ቀ߯, ߯

(ఊ)ቁ
ீ
= ቀ߯

(ఈ)߯
(ఉ), ߯

(ఊ)ቁ
ீ
= ଵ

|ீ|
∑ ߯

(ఈ)߯
(ఉ)

∈ீ ߯̅
(ఊ). 

. 
Коэффициенты сఈఉ,ఊ показывают, сколько раз представление типа  ߛ содержит-
ся в тензорном произведении представлений типов ߙ	и	ߚ. Разложение (6.6) на-
зывается разложением Клебша – Гордана. 

Для того, чтобы разложить пространство представления ܴ = ܴଵ⊗ܴଶ на ин-
вариантные подпространства, соответствующие разложению (6.6), необходимо 
построить в ܴ новый базис ቄ ௧ܹ

(ఊ)ቅ. Здесь ߛ указывает на тип неприводимого 
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представления, ݍ − на номер строки неприводимого представления типа ߛ, ко-
торому принадлежит вектор ௧ܹ

(ఊ); индекс  ݐ нумерует пространства представ-
лений типа 1 ,ߛ≤ ݐ ≤ сఈఉ,ఊ. 

Пусть ߮
(ఈ), ݅ = 1,… , ݊ఈ  и ݂

(ఉ), ݆ = 1, … , ݊ఉ − базисы в пространствах ܴଵ	и	ܴଶ. 
Тогда векторы ߮

(ఈ)
݂
(ఉ), ݅ = 1, … , ݊ఈ , ݆ = 1, … , ݊ఉ образуют базис в пространст-

ве ܴ = ܴଵ⊗ܴଶ, где действует представление ݃ → -. Связь между новым баܦ
зисом ௧ܹ

(ఊ) и базисом ߮
(ఈ)

݂
(ఉ) пространства ܴ даётся равенством 

 
											 ௧ܹ

(ఊ) =(ߙ, ݅; ,ߚ ,ߛ|݆ ,ݐ (ݍ


߮
(ఈ)

݂
(ఉ).																																					(6.7) 

 
Числа (ߙ, ݅; ,ߚ ,ߛ|݆ ,ݐ -называются коэффициентами Клебша – Гордана (коэф (ݍ
фициенты Вигнера). Существуют таблицы этих коэффициентов для интересных 
в приложении групп ܩ и их представлений. Если эти коэффициенты неизвест-
ны, то их можно найти, используя методику, описанную нами в §	5.4. 

В заключение приведём без доказательства вид равенства (6.6) в случае 
группы ܱା(3). Неприводимые представления группы ܱା(3) нумеруются целы-
ми неотрицательными числами ݈ = 0,1,2, … ; их размерности равны (2	݈ + 1). 
Полагая в (6.6) ߙ = ݈ଵ, ߚ = ݈ଶ имеем 
 

ܦ = ܦ
(భ) × ܦ

(మ) =  ⊕
|భିమ|ஸஸభାమ

ܦ
(), 

 
т.е. сభమ,=1 при |݈ଵ−݈ଶ| ≤ ݈ ≤ ݈ଵ+݈ଶ; сభమ,= 0 при ݈ ∉ [|݈ଵ−݈ଶ|, ݈ଵ+݈ଶ]. 
 

Задание. Найти коэффициенты сఈఉ,ఊ в разложении (6.6) для всех неприводи-
мых представлений ܦ

(ఈ), ܦ
(ఉ)группы ܦଷ (см. 4.2.4). 

 
§	.4  Прямое произведение групп и его представления 

 
6.4.1. Облегчающий пример 
До сих пор мы обсуждали представления группы симметрии ܩ квантовой 

системы, не связывая свойства представлений со структурой группы ܩ. Однако 
в тех случаях, когда группа ܩ	является	прямым	произведением	каких - либо 
групп, такая связь существует и может быть использована для построения 
представлений группы ܩ	 и их характеристики. В настоящем параграфе мы оп-
ределим, что такое прямое произведение групп и изучим его представления. Но 
начнём, как обычно, с физических примеров. Во многих задачах квантовые сис-
темы и их гамильтонианы инвариантны относительно преобразований не од-
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ной, а двух и более групп. Так, гамильтониан многоэлектронного атома в атом-
ных единицах (см. В4) 
 

ܪ =	−	
1
2
△



ୀଵ

− ܰ|ݎ|ିଵ


ୀଵ

+  หݎ − หݎ
ିଵ



ழ;,ୀଵ

 

 
инвариантен и относительно вращений ݃ᇱ группы O(3) и относительно переста-
новок ݃ᇱᇱтождественных частиц группы ܵ. Поэтому группа симметрии ܩ в 
этом случае будет содержать элементы ݃ᇱ݃ᇱᇱ для любых ݃ᇱ ∈	O(3), ݃ᇱᇱ ∈ ܵ. 
Чтобы получить математический аппарат для описания этой и аналогичных си-
туаций, введём понятие прямого произведения групп. 

6.4.2. Определение прямого произведения групп 
Пусть ܩᇱ и ܩᇱᇱ − две произвольные группы с элементами ݃ᇱ, ݃ᇱᇱ, где ݃ᇱ ∈  ,ᇱܩ

݃ᇱᇱ ∈  элементами которого являются произвольные ,ܩ ᇱᇱ. Построим множествоܩ
пары ݃ᇱ݃ᇱᇱ, где	݃ᇱ ∈ ᇱ, ݃ᇱᇱܩ ∈  ᇱᇱи потребуем выполнения двух условийܩ

a) порядок записи элементов в паре не существенен, т.е. ݃ᇱ݃ᇱᇱ = ݃ᇱᇱ݃ᇱ, 
b) равенство 

 
										݃ᇱ݃ᇱᇱ = ݃ᇱ݃ᇱᇱ при ݃ᇱ, ݃ᇱ ∈ ,ᇱܩ ݃ᇱᇱ, ݃ᇱᇱ ∈  ᇱᇱ   (6.8)ܩ
 

возможно только при ݃ᇱ = ݃ᇱ ,	 ݃ᇱᇱ = ݃ᇱᇱ. 
Определим во множестве ܩ операцию умножения пар естественным образом: 
под произведением пар ݃ᇱ݃ᇱᇱ	и	݃ᇱ݃ᇱᇱ мы будем понимать пару ݂ᇱ݂ᇱᇱ, где 
݂ᇱ = ݃ᇱ݃ᇱ , ݂ᇱᇱ = ݃ᇱᇱ݃ᇱᇱ. Легко видеть, что множество пар ܩ={݃ᇱ݃ᇱᇱ|݃ᇱ ∈  ,ᇱܩ
݃ᇱᇱ ∈  .ᇱᇱ} – группаܩ
Определение. Множество пар ܩ={݃ᇱ݃ᇱᇱ|݃ᇱ ∈ ᇱ, ݃ᇱᇱܩ ∈  ᇱᇱ} со введенной вышеܩ
групповой операцией при выполнении условий a),b) назовём прямым произведе-
нием групп ܩᇱ	и	ܩᇱᇱ и будем писать 
 

ܩ =  ᇱᇱܩ⊗ᇱܩ
 
Очевидно |ܩ| = |ᇱܩ| ∙  .|ᇱᇱܩ|
В приложениях группы ܩᇱ и ܩᇱᇱ часто являются подгруппами некоторой группы 
-группа линейных обратимых операторов в линейном простран	 −ܩ  (обычноܩ
стве ܭ). В таком случае пара ݃ᇱ݃ᇱᇱ − это просто произведение элементов груп-
пы ܩ, ܩ={݃|݃ = ݃ᇱ݃ᇱᇱ, ݃ᇱ ∈ ᇱ, ݃ᇱᇱܩ ∈  . Однако, чтобыܩ ᇱᇱ} – подмножество изܩ
множество ܩ было прямым произведением групп ܩᇱ	и	ܩᇱᇱ должны выполняться 
два дополнительных условия: 
 

ᇱ݃ᇱᇱ݃	 (ܣ) = ݃ᇱᇱ݃ᇱ	при ∀	݃ᇱ ∈ ∀݃ᇱᇱ	ᇱ,ܩ ∈  ,ᇱᇱܩ
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ибо иначе будет нарушено, входящее в определение прямого произведения 
групп, требование a) о том, что порядок записи элементов в паре не существе-
нен; 
 

ᇱܩ		(ܤ) ∩  ,ᇱᇱ={e}ܩ
 
ибо иначе не будет выполняться условие ܾ), т.е. равенство (6.8) будет верно 
при некоторых {݃ᇱ, ݃ᇱᇱ} ≠ {݃ᇱ , ݃ᇱᇱ}.  
Действительно, если ܩᇱ ∩ ᇱᇱܩ ∋ ݂ ≠ ݁, то мы можем записать 
 

																						݁ᇱ݂ᇱᇱ = ݂ᇱ݁ᇱᇱ,  (6.9) 
 
где ݁ᇱ, ݁ᇱᇱ − это элемент ݁, взятый соответственно из ܩᇱи	ܩᇱᇱ, а ݂ᇱ, ݂ᇱᇱ это эле-
мент ݂, взятый из ܩᇱи	ܩᇱᇱ. Ясно, что равенство (6.9) – это (6.8), если там поло-
жить ݃ᇱ = ݁ᇱ, ݃ᇱᇱ = ݂ᇱᇱ, ݃ᇱ=݂ᇱ, ݃ᇱᇱ = ݁ᇱᇱ, а (6.8) не может выполняться в силу ܾ), 
т.е. условие (ܤ)является необходимым для справедливости ܾ). В то же время 
при условии (ܤ), требование ܾ) выполняется. Покажем это. Пусть для каких-то  
݃ᇱ, ݃ᇱ 	 ∈ ,ᇱ и ݃ᇱᇱܩ ݃ᇱᇱ 	 ∈  ᇱᇱ имеет место равенство (6.8). Тогдаܩ
 

(݃ᇱ )ିଵ݃ᇱ = ݃ᇱᇱ(݃ᇱᇱ)ିଵ 
 
И, значит, элемент (݃ᇱ )ିଵ݃ᇱ из ܩᇱ принадлежит и ܩᇱᇱ. В силу (ܤ) (݃ᇱ )ିଵ݃ᇱ= e, 
т.е. ݃ᇱ = ݃ᇱ . Аналогично получаем, что ݃ᇱᇱ = ݃ᇱᇱ. Таким образом условие (ܤ) 
обеспечивает выполнение требования ܾ). 
Примеры разобранной выше ситуации: 

ᇱܩ .1 = ܱା(3), ܩᇱᇱ=ܹ={ e ,݅}- группа инверсий, ܱ(3) = ᇱܩ 	×  ;ᇱᇱܩ	
ᇱܩ .2 = ܱ(3), ܩ ,ᇱᇱ=ܵܩ = 	ܱ(3) × ܵ. 

 
6.4.3. Прямое произведение представлений перемножаемых групп 
 

Пусть	݃ᇱ → ܶᇲ
ᇱ  есть представление группы ܩᇱ в пространстве ܴଵ и ݃ᇱᇱ → ܶᇲᇲ

ᇱᇱ  
представление группы ܩᇱᇱ в пространстве ܴଶ. Тогда в тензорном произведении 
ܴ = ܴଵ⊗ܴଶ пространств ܴଵ и ܴଶ для каждого элемента ݃ = ݃ᇱ݃ᇱᇱпрямого про-
изведения 	ܩ =  ᇱᇱмы можем определить оператор ܶ наܩ ᇱиܩ ᇱᇱ группܩ⊗ᇱܩ
любом векторе ߱ = ∑ ܿ, ߮ ݂ из ܴ равенством 
 

ܶܿ
,

߮ ݂ ≔ܿ
,

ܶᇲ
ᇱ ߮ ܶᇲᇲ

ᇱᇱ
݂ , 

 
где ߮ , ݅ = 1,… , ݊ଵ и ݂ , ݆ = 1, … , ݊ଶ – базисы в пространствах ܴଵ и 
ܴଶ. Покажем, что	отображение	 ݃ → ܶ есть представление группы ܩ в про-
странстве ܴ. Мы сделаем это, используя матричное представление операторов  
ܶᇲ
ᇱ , ܶᇲᇲ

ᇱᇱ  и ܶ. 



77 
 

Пусть ܦᇲ
ᇱ 	и		ܦᇲᇲ

ᇱᇱ − матрицы операторов ܶᇲ
ᇱ 	и	 ܶᇲᇲ

ᇱᇱ  в базисах ߮ и ݂ соответст-
венно в ܴଵ и ܴଶ. Тогда (см. §	6.3) матрица ܦ	оператора	 ܶ= ܶᇲ

ᇱ 	⊗	 ܶᇲᇲ
ᇱᇱ  в про-

странстве ܴ будет прямым произведением матриц ܦᇲ
ᇱ 	и		ܦᇲᇲ

ᇱᇱ . Покажем, что 
отображение ݃ → ܦ ≡ ᇲܦ

ᇱ ᇲᇲܦ	×
ᇱᇱ  есть представление группы ܩ. Пусть ݃ =

݃ᇱ݃ᇱᇱ, ݃ = ݃ᇱ݃ᇱᇱ. Имеем: ݃݃ →   బ, гдеܦ
 

 .			ᇲబᇲᇲᇲబᇲᇲܦ =			ᇲᇲᇲబᇲబᇲᇲܦ=బܦ
Далее, ܦᇲబᇲ

ᇱ ᇲܦ = 
ᇱ బᇲܦ

ᇱ 			ᇲᇲబᇲᇲܦ ,
ᇱᇱ = ᇲᇲܦ

ᇱᇱ 			బᇲᇲܦ
ᇱᇱ и мы получаем в силу (6.5) 

 
బܦ = ቀܦᇲ

ᇱ ∙ బᇲܦ
ᇱ ቁ × ቀܦᇲᇲ

ᇱᇱ ∙ 			బᇲᇲܦ
ᇱᇱ ቁ = ൫ܦᇲ

ᇱ × ᇲᇲܦ
ᇱᇱ ൯ ∙ ቀܦబᇲ

ᇱ × 			బᇲᇲܦ
ᇱᇱ ቁ	= ܦ ∙ బܦ . 

 
Таким образом, отображение ݃ → ݃)	ܦ → ܶ) действительно является пред-
ставлением, т.е. прямое произведение представлений групп ܩᇱи ܩᇱᇱ есть пред-
ставление прямого произведения этих групп. 
 

6.4.4. Связь неприводимых представлений прямого произведения групп 
с неприводимыми представлениями групп-сомножителей 

 

Исследуем свойства представлений группы ܩ = -ᇱᇱ, начиная с предܩ⊗ᇱܩ
ставления ܦ = ᇲܦ

ᇱ × ᇲᇲܦ
ᇱᇱ  , где ݃ = ݃ᇱ݃ᇱᇱ, и 	݃ᇱ → ᇲܦ

ᇱ  и ݃ᇱᇱ → ᇲᇲܦ
ᇱᇱ  суть пред-

ставления групп ܩᇱи ܩᇱᇱ. Согласно § 6.2 
 

߯ = ߯	ᇲ
ᇱ ߯ᇲᇲ

ᇱᇱ , 
 

где ߯ = , ߯ᇲܦݎܶ
ᇱ = ᇲܦݎܶ

ᇱ ,	 ߯ᇲᇲ
ᇱᇱ = ᇲᇲܦݎܶ

ᇱᇱ . 
Мы видим, что свойства тензорного произведения представлений групп ܩᇱи 

 ᇱᇱ похожи на свойства тензорного произведения представлений одной и той жеܩ
группы. Однако имеется принципиальное различие: тензорное произведение 
неприводимых представлений групп ܩᇱ	и ܩᇱᇱ неприводимо (сравните с §6.3). 
Действительно, пусть представления 	݃ᇱ → ᇲܦ

ᇱ  и ݃ᇱᇱ → ᇲᇲܦ
ᇱᇱ  неприводимы. Име-

ем 
 

1
|ᇱܩ|

 ห߯ᇲ
ᇱ ห

ଶ

	ᇲ∈ீᇲ
= 1,

1
|ᇱᇱܩ|

 ห߯ᇲᇲ
ᇱᇱ ห

ଶ

	ᇲᇲ∈ீᇲᇲ
= 1 

 
и, следовательно, 
 

1
|ܩ|

ห߯ห
ଶ

∈ீ

=
1

|ᇱᇱܩ||ᇱܩ|
	  ห߯ᇲ

ᇱ ห
ଶ

	ᇲ∈ீᇲ
 ห߯ᇲᇲ

ᇱᇱ ห
ଶ

	ᇲᇲ∈ீᇲᇲ
= 1, 
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т.е. представление ݃ →   неприводимо14.  Более того, справедливо следующееܦ
утверждение. 
Теорема 6.1 Любое неприводимое представление группы ܩ =  ᇱᇱ можетܩ⊗ᇱܩ
быть получено как тензорное произведение некоторых неприводимых пред-
ставлений групп ܩᇱи ܩᇱᇱ. 

Пусть ܦ	ᇲ
(	ఈᇲ), ܦ	ᇲ

(	ఉᇲ),	ܦ	ᇲᇲ
(	ఈᇲᇲ), ᇲᇲ	ܦ

(	ఉᇲᇲ) – матрицы каких-либо неприводимых пред-

ставлений соответственно групп ܩᇱ	и ܩᇱᇱ, ܦ = ᇲ	ܦ
(	ఈᇲ) × ᇲᇲ	ܦ

(	ఈᇲᇲ), ᇲ	ܦ	=	ܦ					
(	ఉᇲ) ×

ᇲᇲ	ܦ
(	ఉᇲᇲ). Покажем сначала, что  ܦ ≁ ᇲ	ܦ , еслиܦ	

(	ఈᇲ) ≁ ᇲ	ܦ
(	ఉᇲ) или ܦ	ᇲᇲ

(	ఈᇲᇲ) ≁ ᇲᇲ	ܦ
(	ఉᇲᇲ). 

Пусть 
 

߯ = ,ܦݎܶ 	߯ = ,	ܦݎܶ 	߯	ᇲ
	(	ఊᇲ) = ᇲ	ܦݎܶ

	(	ఊᇲ), 	߯	ᇲᇲ
	(	ఊᇲᇲ) = ᇲᇲ	ܦݎܶ

	(	ఊᇲᇲ), 
 

где 		ߛᇱ =  ᇱᇱ.  Имеемߚ	 ,ᇱᇱߙ	=ᇱᇱߛ		 ;ᇱߚ	 ,ᇱߙ	
൫߯, ߯൯ீ = ቀ	߯	ᇲ

	(	ఈᇲ) ∙ 	߯	ᇲᇲ
	(	ఈᇲᇲ), 	߯	ᇲ

	(	ఉᇲ) ∙ 	߯	ᇲᇲ
	(	ఉᇲᇲ)ቁ

ீ
= 

 
= ቀ	߯	ᇲ

	(	ఈᇲ), 	߯	ᇲ
	(	ఉᇲ)ቁ

ீᇲ
ቀ	߯	ᇲᇲ

	(	ఈᇲᇲ), 	߯	ᇲᇲ
	(	ఉᇲᇲ)ቁ

ீᇲᇲ
= ఈᇲᇲఉᇲᇲ	ߜఈᇲఉᇲ	ߜ . 

 
Следовательно, при (	ߙᇱ, (ᇱᇱߙ	 ≠ ,ᇱߚ	) ݃ ᇱᇱ) представленияߚ	 → ݃  иܦ →   неܦ
эквивалентны. 

Пусть группы ܩᇱи ܩᇱᇱ имели соответственно ݍᇱ	и	ݍᇱᇱ неприводимых не экви-

валентных представлений: 	݃ᇱ → ᇲ	ܦ
(	ఈᇲ), ݅ = 1,… , ݃ᇱᇱ	 ᇱ,ݍ → ᇲᇲ	ܦ

൫	ఈೕᇲᇲ൯, ݆ = 1,… ,  .ᇱᇱݍ
Тогда , согласно уже доказанному, группа ܩ =  ᇱᇱ будет иметь по крайнейܩ⊗ᇱܩ

мере ݍ = ᇲ	ܦ неприводимых не эквивалентных представлений		ᇱᇱݍᇱݍ
(	ఈᇲ) × ᇲᇲ	ܦ

൫	ఈೕᇲᇲ൯ 

размерностей						|ߙ
ᇱ||	ߙᇱᇱ|, ݅ = 1,… , ݆				,ᇱݍ = 1, … , ;ᇱᇱݍ 		здесь		|ߙ

ᇱ| = ᇲ	ܦ	݉݅݀
(	ఈᇲ) 

ห	ߙᇱᇱห = dimܦ	ᇲᇲ
൫	ఈೕᇲᇲ൯ .		Сосчитаем	|	ߙᇱ|ଶ

ᇲᇲ

୨ୀଵ

ห	ߙᇱᇱห
ଶ

ᇲ

ୀଵ

. 

В силу первой теоремы Бернсайда для групп ܩᇱ, ܩᇱᇱ 

|	ߙᇱ|ଶ
ᇲᇲ

୨ୀଵ

ห	ߙᇱᇱห
ଶ

ᇲ

ୀଵ

=|	ߙᇱ|ଶ
ᇲ

ୀଵ

ห	ߙᇱᇱห
ଶ

ᇲᇲ

୨ୀଵ

= |ᇱᇱܩ||ᇱܩ| =  .|ܩ|

 
Так как сумма квадратов размерностей построенных неприводимых не эквива-
лентных представлений группы ܩ равна порядку группы, то, в силу первой тео-
ремы Бернсайда, построенные представления исчерпывают множество всех не 
                                                             
14 Неприводимость представления ݃ → - можно доказать и не используя теорию характеܦ
ров. Это важно в случае, когда хотя бы одна из групп ܩ ܩ ,′ ′′ - бесконечна. 
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эквивалентных неприводимых представлений группы ܩ и, следовательно, лю-
бое неприводимое представление группы ܩ есть тензорное произведение каких-
то неприводимых представлений групп ܩᇱи ܩᇱᇱ. 
 

Задание. Пусть Сଵ
ᇱ , … ,Сᇲ

ᇱ  и Сଵ
ᇱᇱ, … ,Сᇲᇲ

ᇱᇱ  суть классы сопряжённых элементов 
соответственно групп ܩᇱи ܩᇱᇱ. Доказать, что все классы сопряжённых элементов 
группы ܩ имеют вид С

ᇱС
ᇱᇱ, ݅ = 1,… , ;ᇱݍ 	݆ = 1, … ,  ᇱᇱ и «передоказать» на этойݍ

основе теорему 6.1. 
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ГЛАВА VII. РАЗРЕШЁННЫЕ И ЗАПРЕЩЁННЫЕ ПЕРЕХОДЫ 
 

 «Мы мух не ноздрёй ловим». 
Н.С. Хрущев(1894-1971гг.) 

 
 

§	ૠ.1 Обобщённое правило отбора 
 

7.1.1. Постановка задачи 
 

Мы возвращаемся к вопросу о разрешённых и запрещённых переходах. Вы-
вод, к которому мы пришли в § 5.3 заключается в следующем: переход с любо-
го энергетического уровня со связанными состояниями симметрии типа ߙ на 
любой уровень со связанными состояниями симметрии типа ߚ (переход 
ߙ" → -будет запрещён (в пер ܳߝ под действием возмущающего оператора ("ߚ	
вом порядке теории возмущений), если для любых канонических базисов 

߮
(ఈ)	݅ = 1,2, … , ݊ఈ 	и	 ݂

(ఉ)	݆ = 1,2, … , ݊ఉ представлений типов ߙ	и	ߚ	конечной 
группы симметрии ܩ рассматриваемой	квантовой	системы	ܼ выполняется 
равенство 

	
ܽ
ఈ,ఉ: = ቀ ߮

(ఈ), ܳ ݂
(ఉ)ቁ = 0		݅ = 1,2, … , ݊ఈ , ݆ = 1,2,… , ݊ఉ .															  (7.1) 

 
В §5.3 было установлено, что, если оператор ܳ коммутирует с операторами 
представления ܶ, то переход "ߙ → ߚ запрещён при "ߚ	 ≠  и разрешён при ߙ
ߚ = -Здесь мы рассмотрим общий случай, не пред .(простое правило отбора) ߙ
полагая, что ܶܳ = ܳ ܶ. Поскольку для нас главными являются свойства сим-
метрии, то естественно в первую очередь выяснить поведение функции 
ܳ ݂

(ఉ)при преобразованиях ܶ. 

7.1.2. Предварительные результаты-1 

Положим Φ(ݎ) = (ݎ)ܳ ݂
(ఉ)(ݎ). Так как Φ(ݎ) ∈ ℒଶ(ܴ), то 

ܶΦ(ݎ) = Φ(݃ିଵݎ)=	ܳ(݃ିଵݎ) ݂
(ఉ)(݃ିଵݎ). 

Пусть 

ܹ = ቐ߱(ݎ)|߱(ݎ) =ܿ௧(ℎ)
∈ீ

ഁ

௧ୀଵ

ܳ(ℎିଵݎ) ௧݂
(ఉ)(ℎିଵݎ), ∀ܿ௧(ℎ) ∈ ℂቑ.	 

 

Покажем, что пространство ܹ инвариантно для операторов ܶ и что отображе-
ние ݃ → ܶ, ݃ ∈  :в ܹ. Имеем ܩ есть представление группы ,ܩ
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ܶ߱(ݎ) = 	߱(݃ିଵݎ) =ܿ௧(ℎ)
∈ீ

ഁ

௧ୀଵ

ܳ(ℎିଵ݃ିଵݎ)	 ௧݂
(ఉ)(ℎିଵ݃ିଵݎ) =		 

	= ݀௧൫ℎ෨൯
෩∈ீ

ഁ

௧ୀଵ

ܳ(ℎ෨ିଵݎ) ௧݂
(ఉ)(ℎ෨ିଵݎ) ∈ ܹ, 

 
где 			݀௧൫ℎ෨൯ = ܿ௧൫݃ିଵℎ෨൯, 	ℎ෩ = ݃ℎ.		 
Следовательно, пространство ܹ инвариантно для операторов ܶ. Далее, для 
любых ݃, ݃	 ∈  очевидно ܩ

ܶ ܶబ	߱(ݎ) = ܶ߱(݃ିଵݎ)=	߱(݃ିଵ݃ିଵݎ) = 	߱((݃݃	)ିଵݎ) = ܶబ	߱(ݎ). 

Таким образом, мы доказали, что ܶ߱(ݎ) ∈ ܹ при ∀߱(ݎ) ∈ ܹ и  ݃ ∈  и что ,ܩ
соответствие ݃ → ܶ есть представление группы ܩ в пространстве ܹ. 

Выберем в пространстве ܹ	базис;	пусть ܦ−	матрицы	операторов	 ܶ в 
этом базисе и ߯=ܶܦݎ. Разложим представление ݃ → ܶ	в	ܹ на неприводимые 
и пусть ܣ − множество типов ߪ всех неприводимых представлений группы ܩ, 
на которые разлагается представление  ݃ → ܶ в пространстве ܹ. Очевидно 

ܣ = ቄߪ| ቀ߯, ߯
(ఙ)ቁ

ீ
≥ 1ቅ, 

где  ߯
(ఙ) −характер представления типа ߪ группы ܩ. В силу ( 5.16 ) 

ܲ(ఙ)

ఙ∈

=  ,ܹ	на	ܫ

 

и так как 		ߔ(ݎ) 	∈ ܹ, то	Φ(ݎ) = 	∑ ܲ(ఙ)ఙ∈  Подставляя это выражение .(ݎ)ߔ	
в (7.1) и учитывая, что 		 ߮

(ఈ) = 	 ܲ
(ఈ)

߮
(ఈ),	 получим условие запрещенности пе-

рехода “	ߙ  в виде  ” ߚ →
 

		ܽ
ఈ,ఉ =ቀ ܲ

(ఈ)߮
(ఈ), ܲ(ఙ)(ܳ ݂

(ఉ))ቁ
ఙ∈

=ቌ ܲ
(ఈ)߮

(ఈ), ௦ܲ௦
(ఙ)



௦ୀଵ

(ܳ ݂
(ఉ))ቍ

ఙ∈

= 0	∀		݅, ݆.		(7.2) 

 
В силу Теоремы 5.3 из (7.2) следует, что ܽ

ఈ,ఉ = 0	при ∀ ߮
(ఈ), ݂

(ఉ),	если ߪ	 ≠  ߙ
ни для какого ߪ ∈ ߙ т.е. если ,ܣ  А это условие означает, что .ܣ ∌

							ቀ߯, ߯
(ఈ)ቁ

ீ
= 0.																																																				  (7.3) 
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7.1.3. Предварительные результаты-2 
 

Чтобы воспользоваться условием (7.3) запрета перехода "ߙ →  надо найти  "ߚ	
߯ − характер	представления	݃ → ܶ	в	пространстве	ܹ.		Пусть 

	ܴᇱ = ൝|(ݎ)ݒ	(ݎ)ݒ = ܿᇱ(ℎ)ܳ(ℎିଵݎ)
∈ீ

, ∀	ܿᇱ(ℎ) ∈ ℂൡ, 

ܴᇱᇱ = ቐ݂(ݎ)|	݂(ݎ) = ܿ௦ᇱᇱ ௦݂
(ఉ)(ݎ)

ഁ

௦ୀଵ

, ∀ܿ௦ᇱᇱ ∈ ℂቑ. 

Очевидно, (проверить самостоятельно), что 

ܹ = ܴᇱ⊗ܴᇱᇱ. 

Определим в пространствах ܴᇱи	ܴᇱᇱ операторы ܶ
ᇱ	и	 ܶᇱᇱ равенствами 

 

ܶ
ᇱ(ݎ)ݒ = ݒ∀		(ݎଵି݃)ݒ ∈ ܴᇱ, 		 ܶᇱᇱ݂(ݎ) = ݂(݃ିଵݎ)		∀݂ ∈ ܴᇱᇱ. 

Тогда, очевидно, оператор ܶ в пространстве ܹ можно записать как тензорное 
произведение операторов ܶ

ᇱ	и	 ܶᇱᇱ 
 

ܶ = ܶ
ᇱ 	⊗ 	 ܶ

ᇱᇱ 
 

Пространства ܴᇱи	ܴᇱᇱ инвариантны соответственно для операторов ܶ
ᇱ	и	 ܶᇱᇱ и 

отображения ݃ → ܶ
ᇱ и ݃ → ܶ

ᇱᇱ суть представления группы ܩ в этих пространст-
вах. Для операторов ܶ

ᇱ в ܴᇱ это показывается так же, как для оператора ܶ в 
пространстве ܹ; для операторов ܶ

ᇱᇱ в пространстве ܴᇱᇱ утверждение очевидно, 
ибо 	ܴᇱᇱ − линейная оболочка функций канонического базиса ଵ݂

(ఉ), … , ݂ഁ
(ఉ). Вы-

берем в пространстве ܴᇱ произвольный базис ݒଵ, … ,  ܴᇱᇱ примем за базис	 , вݒ
функции ଵ݂

(ఉ), … , ݂ഁ
(ఉ) и обозначим через ܦᇱ 	и	ܦᇱᇱ матрицы операторов ܶ

ᇱ	и	 ܶᇱᇱ 
соответственно в пространствах ܴᇱи	ܴᇱᇱ в выбранных базисах. Пусть ܦ = ฮ ܶฮ 
− матрица оператора ܶ в пространстве ܹ = ܴᇱ × ܴᇱᇱ в базисе ݒ ݂

(ఉ), ݅ =
1,2,… ,݉; ݆ = 1,2, … ,݊ఉ. Тогда ܦ = ᇱܦ 	×   ,ᇱᇱ и, следовательноܦ	
 

									߯ = ߯ᇱ ∙ ߯ᇱᇱ																																																							  (7.4) 
 

Здесь ߯ᇱᇱ − характер представления ݃ → ܶ
ᇱᇱ	(݃ → ᇱᇱ) в пространстве ܴᇱᇱܦ − из-

вестен и равен ߯
(ఉ), ибо представление ݃ → ܶ

ᇱᇱ в ܴᇱᇱ неприводимо и, по усло-
вию, имеет тип ߚ. Значит, для нахождения характера ߯ нам остаётся найти 
только ߯ᇱ − характер	представления		ܦᇱ . 
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7.1.4. Окончательные выводы и формулировки 

Обозначим через ߁	множество всех типов ߛ неприводимых представлений 
группы ܩ операторами ܶ

ᇱ в пространстве ܴᇱ, для которых ܲ(ఊ)ܳ(ݎ) ≠ 0, т.е. 

߁ = ൛ߛ|ܲ(ఊ)ܳ(ݎ) ≠ 0ൟ 

и докажем, что  

ᇱܦ			 =⊕ఊܦ
(ఊ),

ఊ∈௰

																																																				(7.5) 

 

т.е. что в разложение представления ܦᇱ  на неприводимые входят те и только те 
представления ܦ

(ఊ), для которых ߛ ∈ ≤ ఊ здесь число ;߁ 1 показывает, сколько 
раз представление ܦ

(ఊ) входит в ܦᇱ .  
Прежде, чем установить равенство (7.5) заметим, что из (7.5) мы сразу полу-

чаем нужный нам характер ߯ᇱ : 

		߯ᇱ = ∑ ఊ߯
(ఊ).																					ఊ∈௰ 																															(7.6)  

 
Переходим к проверке соотношения (7.5). Пусть для некоторого фиксированно-
го ߛ = ܦ  представлениеߛ

(ఊబ) входит в ܦᇱ . Тогда в пространстве ܴᇱ существует 
канонический базис представления типа ߛ. А для любой функции ݒ этого ба-
зиса  

					ܲ(ఊబ)ݒ = ݒ ≠ 0.      (7.7) 
 

Но тогда ܲ(ఊబ)ܳ(ݎ) ≢ 0, ибо если ܲ(ఊబ)ܳ(ݎ) ≡ 0, то  

ܶ
ᇱܲ(ఊబ)ܳ(ݎ) = ܲ(ఊబ) ܶ

ᇱܳ(ݎ) = ܲ(ఊబ)ܳ(݃ିଵݎ) = 0   при ∀ ݃ ∈  ܩ

и поэтому ܲ(ఊబ)ݒ ≡ 0 при ∀ݒ ∈ ܴᇱ,	 что противоречит (7.7). Значит ܲ(ఊబ)ܳ(ݎ) ≢
0 и, следовательно, ߛ ∈ ߛ Пусть теперь .߁ ∈ (ݎ)ܳТогда ܲ(ఊ) .߁ ≢ 0, т.е. ∃ݐ та-
кое, что ௧ܲ௧

(ఊ)ܳ(ݎ) ≢ 0. Но функция ௧ܲ௧
(ఊ)ܳ(ݎ) принадлежит ݐ − ой строке пред-

ставления типа ߛ и ௧ܲ௧
(ఊ)ܳ ∈ ܴᇱ. Поэтому ܦᇱ 	⊃ ܦ

(ఊ). Таким образом, мы устано-
вили что ܦᇱ 	⊃ ܦ

(ఊ)если и только если ߛ ∈ -и тем самым равенство (7.5) и сле ,߁
дующее из него равенство (7.6) доказаны. 

В силу (7.4) и (7.6) 

߯ =ఊ߯
(ఊ)

ఊ∈௰

∙ ߯
(ఉ) 
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Подставляя найденное значение ߯ в (7.2) получим 

 

			ఊ ቀ߯
(ఊ)߯

(ఉ), ߯
(ఈ)ቁ

ீ
ఊ∈௰

= 0.																																										(7.8) 

  
Так как все слагаемые в (7.8) неотрицательны, а ఊ ≥ 1, то выполнение (7.8) эк-
вивалентно выполнению равенств  

 

ቀ߯
(ఊ)߯

(ఉ), ߯
(ఈ)ቁ

ீ
= 0	при	∀	ߛ ∈  (7.9)                     .߁

 
Это и есть условие запрещённости перехода "ߙ → -обобщённое правило от) "ߚ	
бора). Оно означает, что тензорное произведение представлений ܦ

(ఊ) × ܦ
(ఉ) не 

должно содержать представления типа ߙ ни при каких ߛ ∈  .߁
Равенство (7.9) можно переписать в виде  
 

									ቀ߯
(ఊ)߯

(ఉ)߯̅
(ఈ), ߯

()ቁ
ீ
= 0,   (7.10) 

 
где ߯̅

(ఈ) − характер представления ݃ → ഥܦ
(ఈ), ߯

() −характер тождественного 
представления ݃ → ܦ

(), т.е. ߯
() = 1		для	∀݃ ∈ Величина ߯ .ܩ	

(ఊ)߯
(ఉ)߯̅

(ఈ)есть 
характер тензорного произведения представлений ܦ

(ఊ) ܦ	×
(ఉ) 	× ഥܦ

(ఈ). Поэтому 
мы можем переформулировать условие (7.10) следующим образом: 

Для того, чтобы матричные элементы ܽ
ఈ,ఉ (см. (7.1)) равнялись нулю, дос-

таточно, чтобы тензорное произведение представлений ܦ
(ఊ) ܦ	×

(ఉ) 	× ഥܦ
(ఈ)не 

содержало тождественного представления ܦ
() ни при каком ߛ ∈  .߁

 

Таким образом, для нахождения разрешённых и запрещённых переходов не-
обходимо: 

 

I. Найти множество ߁=൛ߛ|ܲ(ఊ)ܳ(ݎ) ≢ 0ൟ всех типов ߛ неприводимых 
представлений группы ܩ, для которых ܲ(ఊ)ܳ(ݎ) ≢ 0. 
 

II. Для каждого ߛ ∈ -проверить справедливость соотношения (7.10). Ес ߁
ли (7.10) верно для любых ߛ ∈ то матричные элементы ܽ ,߁

ఈ,ఉ = 0,	т.е. 
переход "ߙ → ,ߤ запрещён для любых уровней "ߚ	  для которых ,ߥ
ఓܷ = ఓܷ

(ఈ), ఔܷ = ఔܷ
(ఉ)(см. п.7.1). Если хотя бы для одного ߛ ∈

ߙ" (7.10) не выполняется, то переход	равенство	߁ →  .разрешён "ߚ	
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§	ૠ.2 Правила отбора: примеры 
 

7.2.1. Группа D3 и её представления 
 

Применим результаты § 7.1 к нахождению разрешённых и запрещённых пе-
реходов для состояний с симметрией группы ܦଷ.15 

Напомним, что ܦଷ − группа вращательной симметрии правильного треуголь-
ника (см. 1.1.3). Для описания этой группы рассмотрим произвольный правиль-
ный треугольник ∆ܣଵܣଶܣଷ и выберем ортогональную систему координат ݔ, ,ݕ  ݖ
так, что плоскость ݔ, -, и начало координат – точка O – сов	ଷܣଶܣଵܣ∆ содержит ݕ
падает с точкой пересечения биссектрисс углов треугольника, а вершина ܣଵ	ле-
жит на отрицательной части оси  ݔ	(см. рис.1 в 1.1.3). Элементами группы ܦଷ 
являются вращения ܥ௭(0), ௭ܥ ቀ

ଶగ
ଷ
ቁ, ܥ௭ ቀ

ସగ
ଷ
ቁ на углы 0, ଶగ

ଷ
, ସగ
ଷ

 около оси ݖ и вра-
щения ܥఈ(ߨ) на угол ߨ около осей ܽ ,	 лежащих в плоскости ݕܱݔ, проходящих 
через вершины ܣ и начало координат и получающихся одна из другой в ре-
зультате поворотов на угол		ଶగ

ଷ
 около оси 1,2,3=݅ ,ݖ.  Для определённости счита-

ем, что ось ܽଵнаправлена по оси ݔ. 
Положим 

 

݃ଵ = ݁ = ,௭(0)ܥ ݃ଶ = ௭ܥ ቀ
ଶగ
ଷ
ቁ , ݃ଷ = ௭ܥ ቀ

ସగ
ଷ
ቁ, ݃ସ = ,(ߨ)ఈభܥ ݃ହ = ,(ߨ)ఈమܥ ݃ =  .(ߨ)ఈయܥ

 

Группа ܦଷ состоит из трёх классов сопряжённых элементов: ܥଵ = {݁}, ଶܥ	 =
{݃ଶ, ݃ଷ}, ܥଷ = {݃ସ, ݃ହ, ݃}. 

Задание. Покажите, что ݃ଶ~݃ଷ, ݃ସ~݃ହ~݃ . 
Элементы классов 	ܥଶ	и	ܥଷ не могут быть сопряжены между собой, так как 

при 	ܥଶ	~	ܥଷ группа ܦଷ имела бы два класса сопряжённых элементов и по тео-
ремам Бернсайда  - два неприводимых не эквивалентных представления, суммы 
квадратов размерностей ݈ 	которых ݈ଵଶ + ݈ଶଶ = 6 (порядок группы), что невоз-
можно. Поэтому 		ܥଷ 	 ≁ -ଷ существует всего три не экܦ ଶ и, значит, у группыܥ	
вивалентных неприводимых представления, размерности которых ݈ଵ = ݈ଶ =
1, ݈ଷ = 2	(числа 1, 1, 2 являются единственным – с точностью до перестановки 
чисел – целочисленным решением уравнения ݈ଵଶ + ݈ଶଶ + ݈ଷଶ = 6, вытекающего из 
теорем Бернсайда).16 

Обозначим типы одномерных неприводимых представлений группы ܦଷ через 
,ଵܣ и найдём характеры ߯ ܧ ଶ, тип двумерного представления черезܣ

(ఔ)этих 
представлений. Так как у каждой группы существует тождественное представ-

                                                             
15 Мы изучали группу ܦଷ и её свойства в разных местах курса . Для удобства читателя здесь 
собраны полученные ранее результаты вместе с их выводами. 
16 Разумеется, классы 	ܥଶ	и	ܥଷ	не могут быть объединены в один класс и потому  что их эле-
менты лежат в разных классах сопряжённых элементов группы ܱା(3) ⊃  .ଷܦ	
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ление ( ݃ → 1, ݅ = 1, … ,6), то одно из представлений ܦ
(),݅ = 1,2 – тождествен-

ное. Пусть это ܦ
(భ). Тогда ߯

(భ)=1, ݐ =1,…,6. 
Далее, т.к. элементы ݃ଶ, ݃ଷ принадлежат к одному классу сопряжённых эле-

ментов, то ܦమ
(మ)=	ܦయ

(మ)	=	݀, где ݀ − некоторая	константа; 		поскольку	݃ଶଶ =
݃ଷ, то	݀ଶ = ݀	и, значит, ݀ = 1, т. е. 	߯

(మ)=1, ݅ = 2,3. Наконец, пусть ݀ଵ=ܦ
(మ),

݅ =4,5,6. Так как ݃ସଶ=݁, то ݀ଵଶ=1. Если d1=1, то представление 		ܦ
(మ)совпадает	с	 

ܦ
(భ). Значит, ݀ଵ = 	−1	и	߯

(భ) = −1, ݅ =4,5,6. 
Таким образом, мы нашли характеры неприводимых представлений типов 

,ଵܣ ܦ  ଶ. Характеры  представленияܣ
(ா) мы найдём из условий ортогональности 

ቀ߯
((), ߯

(ா)ቁ
య
=	0, ݅ = 1,2, учитывая,	 что характер единичного элемента 

߯భ
(ா) = dimܦభ

(ா) = 2. Имеем 
 

2 + ߯మ
(ா) ∙ 2 + ߯ర

(ா) ∙ 3 = 0, 2 + ߯మ
(ா) ∙ 2 − ߯ర

(ா) ∙ 3 = 0 
 
Отсюда следует, что ߯ర

(ா) = 0,	 ߯మ
(ா) = −1. 17 Сведём полученные результаты в 

таблицу. 
 

Таблица характеров представлений группы ࡰ 
 

элементы	ܦଷ ⇒ 
тип представления⇓ 

,݃ଶ	:	ଶܥ	 ݃ଵ	:	ଵܥ	 ݃ଷ 	ܥଷ	:	݃ସ, ݃ହ, ݃ ߰(ݎ) 

ܦ
(భ) 1 1 1  

ܦ
(మ) 1 1 -1  

ܦ
(ா) 2 -1 0  

 
где  в последнем столбце каждой строки удобно записывать функции, которые 
принадлежат данному представлению. 
 

7.2.2. Правила отбора для группы D3, когда возмущение есть оператор 
электрического дипольного момента 

 

Мы будем рассматривать правила отбора для электрического дипольного из-
лучения, т.е. для ситуации, когда квантовые переходы определяются матрич-
ными элементами 
 

                                                             
17 Вместо условия ортогональности характеров мы могли использовать следствие 2 из теоре-
мы 4.2 



87 
 

ܽ
ఈ,ఉ = ቀa

ఈ,ఉ(ݔ), a
ఈ,ఉ(ݕ), a

ఈ,ఉ(ݖ)	ቁ=∫ ߮
(ఈ)݂ܳ̅

(ఉ)݀ݎ, 
 

где ߮
(ఈ), ݂

(ఉ) − функции канонических базисов представлений типов ߙ	и	ߚ 

группы ܦଷ, ܳ = ݎ = ,ݔ) ,ݕ (ݖ −	радиус-вектор. Для оценки величин ܽ
ఈ,ఉ приме-

ним методику §	7.1. Чтобы сделать это,  введем цилиндрические координаты 
,߮,ߩ (ݎ) ℎଵ	функции	и		ݖ ≔ ݔ = ߩ (ݎ)ℎଶ ,߰ݏܿ ≔ ݕ = ߩ ݊݅ݏ ߰, ℎଷ(ݎ) ≔ -и най ݖ
дём, для каких ߛ, ߛ = ,ଵܣ ,ଶܣ  ,ܧ
 

ܲ(ఊ)ℎ(ݎ) ≡
|ߛ|
6
߯̅ೞ

(ఊ)
ܶೞ
ᇱ



௦ୀଵ

ℎ(ݎ) ≢ 0, 

 
где	 ܶೞ

ᇱ ℎ(ݎ) = ℎ(݃௦ିଵݎ). 
Отметим, что  

݃
ିଵ =	 ݃ , ݅ = 4,5,6; ݃ଶିଵ = 	݃ଷ, ݃ଷିଵ = 	݃ଶ, ݃ଵିଵ = 	݃ଵ. 

 
Пусть ݎᇱ=(ݔᇱ, ,ᇱݕ 	=(ᇱݖ ݃

ିଵݎ. Ясно, что	ݖᇱ=	ݖ,	݅ = ݅	,ݖ-=ᇱݖ 	;1,2,3 = 4,5,6, и что 
| ݃ߩ| = ,|ߩ| 1 ≤ ݅ ≤ 6. Поэтому, чтобы описать вектор 
ᇱݎ = ,ᇱ߰	ݏܿ	ߩ) ,ᇱ߰	݊݅ݏ	ߩ  ᇱ),  нам достаточно найти полярный угол ߰ᇱ точкиݖ
,ᇱݔ)ᇱܯ ,ݔ ᇱ) в плоскостиݕ  как функцию от полярного угла ߰ точки ݕ
,ݔ)ܯ ᇱ߰	:(ݕ = ݃

ିଵ߰. Имеем 
 

߰ଵᇱ = ߰, ߰ଶᇱ = ߰ − ଶగ
ଷ

,	߰ଷᇱ = ߰ − ସగ
ଷ

 
 

߰ସᇱ = −߰, ߰ହᇱ =
ଶగ
ଷ
− ߰,	߰ଷᇱ =

ସగ
ଷ
− ߰. 

 
Следовательно, 
 

ܲ(భ)ℎଵ(ݎ) =
ఘ

ቀ2cos	߰ + 2 cos ቀ߰ − ଶగ

ଷ
ቁ + 2 cos ቀ߰ − ସగ

ଷ
ቁቁ = 0, 

 
ܲ(మ)ℎଵ(ݎ) = 

= ఘ

ቀ2cos	߰ + cos ቀ߰ − ଶగ

ଷ
ቁ + cos ቀ߰ − ସగ

ଷ
ቁ − cos߰ − cos ቀଶగ

ଷ
− ߰ቁ − cos	(ସగ

ଷ
− ߰)ቁ = 0 

 
ܲ(ா)ℎଵ(ݎ) =

ఘ
ଷ
ቀ2cos	߰ − cos ቀ߰ − ଶగ

ଷ
ቁ − cos ቀ߰ − ସగ

ଷ
ቁቁ = ߩ cos߰ =  .ݔ

 
Аналогично получаем, что 

 
ܲ(భ)ℎଶ = ܲ(మ)ℎଶ = 0		и		ܲ(ா)ℎଶ = ℎଶ(ݎ)=ߩ sin߰ =  .ݕ
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Таким образом, функции ℎଵ(ݎ) = -принадлежат представлению ти ݕ=(ݎ)и ℎଶ ݔ
па ܧ. Далее, 
 

ܲ(భ)ℎଷ(ݎ)	=	
ଵ

ݖ3) − (ݖ3 = 0, ܲ(మ)ℎଷ(ݎ)	=	

ଵ

∙  .0 =	(ݎ)ℎଷ(ா)ܲ ,ݖ	=	ݖ6

 
Таким	образом,	 функция ℎଷ(ݎ) =  .ଶܣ	 принадлежит представлению типа ݖ

Заметим, что в силу (5.14) ܲ(ா) = ܫ − ܲ(	భ)−ܲ(	మ). Это соотношение можно 
использовать для проверки полученных результатов или для вычисления ܲ(ா)ℎ 
по уже найденным ܲ()ℎ(ݎ). 

Итак, мы установили, что ݔ, ∋ ݕ ܦ
(ா), ݖ ∈ ܦ

(	మ), т.е. что ߁ = ,ܧ} -ଶ}. Выясܣ	
ним теперь, для каких ߙ, ഥܦ =ܦ тензорное произведение ߚ

(ఈ) × ܦ
(ఊ) ܦ	×

(ఉ)	при 
ߛ = ,ܧ	 ,ߙ ଶ не содержит тождественного представления, т.е. для какихܣ	  ߛ	и	ߚ
,ܧ	= = =ଶ характер ߯ܣ	 ߯̅

(ఈ)߯
(ఊ)	߯

(ఉ) представления ܦ ортогонален к характеру 
߯
()тождественного представления (см.(7.10)). Элементарные вычисления пока-

зывают, что 
 

							ቀ߯, ߯
()ቁ

య
= 0   (7.11) 

 

1. при = ߛ	ܧ и ߙ, ߚ = ,	ଵܣ	  ;ଶܣ
2. при = ߛ	ܣଶ и 	ߙ = ߚ = ,	ଵܣ  ;ଶܣ
3. при = ߛ	ܣଶ и 	ߙ ≠ ߙ если ,ߚ = ߚ	или	ܧ	 =  .ܧ	

В остальных случаях 
 

							ቀ߯, ߯
()ቁ

య
≥ 1.   (7.12) 

 

Таким образом, для первой и второй компоненты электрического дипольного 
излучения (принадлежащих представлению 	ܦ

(ா)) запрещены переходы 
↔	ܣ	 ,݅	ܣ ݆ = 1,2; для третьей компоненты (принадлежащей представлению 
ܦ	

(	మ)) запрещены переходы ܧ	↔ ,ܣ ↔	ܣ	 ݅	ܣ = 1,2. Поэтому запрещённые 
переходы для оператора ܳ (т.е. переходы, запрещённые для всех компонент) – 
это переходы 	ܣଵ	↔ ↔	ଶܣ	 ,ଵܣ  .ଶܣ
 

Задание. Найти запрещённые переходы для электрического дипольного из-
лучения в случае группы ܥଷ௩. Эта группа состоит из 6 элементов: единичного, 
вращений ܥ௭ ቀ

ଶగ
ଷ
ቁ , ௭ܥ ቀ

ସగ
ଷ
ቁ около оси ݖ, и отражений ߪଵ, ,ଶߪ  ଷ относительноߪ

плоскостей, проходящих через ось ݖ и, соответственно, через оси ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ. 
Группа ܥଷ௩ изоморфна группе ܦଷ и, следовательно, таблица характеров её не-
приводимых представлений будет та же, что для ܦଷ, если  положить 
  

݃ଵ = ݁, ݃ଶ = ௭ܥ ቀ
ଶగ
ଷ
ቁ , 	݃ଷ = ௭ܥ ቀ

ସగ
ଷ
ቁ, ݃ସ = ,	ଵߪ ݃ହ = ,ଶߪ 	݃ =  .ଷߪ
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