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Ââåäåíèå

Ìàòåìàòèêå âñåãäà áûëî ïðèñóùå ñòðåìëåíèå ðàçðàáàòûâàòü ýôôåêòèâíûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ êàê ìîæíî áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ çàäà÷. Ìíîãîëåòíèé
ìèðîâîé îïûò ðàçâèòèÿ òåîðèè äèñêðåòíûõ è êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ è ïðàêòèêà
èõ ðåøåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî îáùíîñòü ìåòîäà è åãî ýôôåêòèâíîñòü íàõîäÿòñÿ â
èçâåñòíîì àíòàãîíèçìå. Âìåñòå ñ òåì, î÷åíü âàæíî çíàòü, ìîæíî ëè â ïðèíöèïå
íàäåÿòüñÿ íà ñîçäàíèå äîñòàòî÷íî îáùèõ è ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ èëè íàäî
ñîçíàòåëüíî èäòè ïî ïóòè ðàçáèåíèÿ çàäà÷ íà áîëåå óçêèå êëàññû è, èñïîëüçóÿ
èõ ñïåöèôèêó, ðàçðàáàòûâàòü äëÿ íèõ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû.
Âîîáùå ãîâîðÿ, áîëüøèíñòâî êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ äîïóñêàåò ðåøåíèå

ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî ïðîöåññà ïåðåáîðà. Îäíàêî, âðåìÿ ðàáîòû òàêîé
ïðîöåäóðû ìîæåò áûòü âåñüìà âåëèêî � áûòü ýêñïîíåíöèàëüíûì îò ðàçìåðîâ
âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ, íå òðåáóþùèå ïîëíîãî ïåðåáîðà (íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è î
íàèáîëüøåì ïàðîñî÷åòàíèè â ãðàôå èëè äëÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïðîñòîòû
÷èñëà). Îäíàêî ÷èñëî òàêèõ çàäà÷ îêàçûâàåòñÿ íåáîëüøèì. Àíàëèç òðóäíîñòåé,
âñòðåòèâøèõñÿ íà ïóòè ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå ýëèìèíàöèè (èñêëþ÷åíèÿ)
ïåðåáîðà. Èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè íàéòè
ðåøåíèå çàäà÷è, íå ïåðåáèðàÿ âñåõ èëè ïî÷òè âñåõ âàðèàíòîâ ðåøåíèé â çàäà÷å.
Äàííàÿ ïðîáëåìà èìååò íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêîå, íî è ãëóáîêî ïîçíàâàòåëüíîå
çíà÷åíèå. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ïîèñêå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èõ îòñóòñòâèå, ò.å. óìåòü âîâðåìÿ
îãðàíè÷èâàòü ¾àïïåòèò¿, ïðèçíàâ ñóùåñòâîâàíèå ¾òðóäíîðåøàåìûõ¿ çàäà÷.
Ðàçâèòèå òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ñïîñîáñòâîâàëî ôîðìèðîâàíèþ

ôàêòè÷åñêèõ ñòàíäàðòîâ ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè è ¾òðóäíîðåøàåìîñòè¿.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé êîíöåïöèåé ïîä áûñòðîé (ýôôåêòèâíîé) ðàçðåøèìîñòüþ
äàííîé ìàññîâîé çàäà÷è ïîíèìàåòñÿ âîçìîæíîñòü åå ðåøåíèÿ íà ¾ñòàíäàðòíîì¿
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êîìïüþòåðå � äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå
ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäíûõ äàííûõ. Â òî æå âðåìÿ, èìååòñÿ ðÿä
¾íåïîääàþùèõñÿ¿ (íàçûâàåìûõ â òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé NP-ïîëíûìè)
çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ïîëó÷åíî áûñòðûõ àëãîðèòìîâ. Âìåñòå
ñ òåì, èçâåñòíûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äàþò îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
òàêèõ àëãîðèòìîâ âîîáùå íå ñóùåñòâóåò (õîòÿ äî ñèõ ïîð ýòî ñòðîãî íå äîêàçàíî,
ò.å. ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ¾òðóäíîðåøàåìûõ¿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé). Îäíèì èç
âîçìîæíûõ ïóòåé ïðåîäîëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè NP-ïîëíûõ çàäà÷
ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèå (àíàëèç èõ ñïåöèàëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ) ïóòåì íàëîæåíèÿ
äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñòðóêòóðó è çíà÷åíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ
çàäà÷. Ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî èçó÷åíèå òàêèõ îãðàíè÷åíèé
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé Theoretical Computer
Science. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïëåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ
î ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è NP-ïîëíîòå. Íàïðàâëÿþùèå ìîòèâû
ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ñâåäåíèé òàêîãî ðîäà ìîãóò áûòü ñàìûìè ðàçíîîáðàçíûìè,
íî ìîæíî âûäåëèòü äâà íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ:
1. Ïîèñê áîëåå øèðîêèõ ñëó÷àåâ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè
2. Ïîèñê NP-ïîëíûõ ñóæåíèé äëÿ óæå èçâåñòíûõ ¾ñëîæíûõ¿ ñëó÷àåâ
Âìåñòå ñ òåì, ïðè ðàññìîòðåíèè âõîäíûõ äàííûõ êàêîé-ëèáî äèñêðåòíîé

ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ìîæíî ïîñòàâèòü öåëüþ âûÿâëåíèå ïðåäåëîâ, äî
êîòîðûõ âîçìîæíû ðàñøèðåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè è ñóæåíèÿ ñ
¾ïðîòèâîïîëîæíûì¿ ñëîæíîñòíûì ñòàòóñîì. Òåì ñàìûì, äëÿ çàäàííîé çàäà÷è
ðå÷ü ôàêòè÷åñêè èäåò îá îïðåäåëåíèè ãðàíèöû ìåæäó ïîëèíîìèàëüíîé
ðàçðåøèìîñòüþ è NP-ïîëíîòîé. Âìåñòå ñ òåì, ïðîáëåìàòèêà íàõîæäåíèÿ
ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íàðîæäàþùåéñÿ, àêòóàëüíîñòü êîòîðîé íåñîìíåííà.
Íàñòîÿùåå ïîñîáèå èìååò öåëü ïîñâÿòèòü ÷èòàòåëÿ â êðóã ñóùåñòâóþùèõ çäåñü
ïðîáëåì, ïîçíàêîìèòü åãî êàê ñ óæå èìåþùèìèñÿ, òàê è íåäàâíî ïîëó÷åííûìè
àâòîðîì ýòèõ ñòðîê è äðóãèìè ó÷åíûìè ðåçóëüòàòàìè.
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Ãëàâà 1

Çàäà÷è, àëãîðèòìû, ñëîæíîñòü è êëàññû
ñëîæíîñòè

Â íà÷àëå èçëîæèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé,
íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Íà÷íåì ñ ïîíÿòèÿ
ìàññîâîé çàäà÷è. Ïîä òàêîé çàäà÷åé ïîíèìàåòñÿ íåêîòîðûé âîïðîñ, íà êîòîðûé
íåîáõîäèìî äàòü îòâåò. Çàäà÷à ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ, êîíêðåòíûå
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå îïðåäåëåíû. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ äîëæíû
ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé (îòñþäà è ìàññîâîñòü çàäà÷è).
Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à ïîëó÷àåòñÿ èç çàäàííîé ìàññîâîé çàäà÷è ïóòåì
ïðèñâîåíèÿ åå ïàðàìåòðàì êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâå òàêèå êëàññè÷åñêèå ãðàôîâûå çàäà÷è,

êàê çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå è çàäà÷à î k-ðàñêðàñêå. Äàäèì
ôîðìóëèðîâêè îáåèõ çàäà÷.
Íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî åãî ïîïàðíî

íåñìåæíûõ âåðøèí. Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì, åñëè îíî
ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí. Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì
ìíîæåñòâå ñîñòîèò â îòûñêàíèè íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â
çàäàííîì ãðàôå.
Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà â k öâåòîâ (èëè ïðîñòî k-ðàñêðàñêà âåðøèí)

� íåêîòîðîå íàçíà÷åíèå öâåòîâ åãî âåðøèíàì. Îáû÷íî ìíîæåñòâî öâåòîâ
ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì îòðåçêîì íàòóðàëüíîãî ðÿäà f1; 2; 3; : : : ; kg. Ðàñêðàñêà
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íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ñìåæíûì âåðøèíàì ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò
ðàçëè÷íûå öâåòà. Çàäà÷à î k-ðàñêðàñêå âåðøèí äëÿ çàäàííîãî ãðàôà ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà åãî
âåðøèí â k öâåòîâ.
Ïàðàìåòðîì êàæäîé èç îáåèõ óêàçàííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âõîäíîé ãðàô.

Ñîîòâåòñòâóþùèå èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è ïîëó÷àþòñÿ èç ìàññîâûõ ïóòåì
ðàññìîòðåíèÿ êîíêðåòíûõ ãðàôîâ. Äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå
1.1 íàèáîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî åñòü f2; 3; 6g. Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà
âåðøèí ãðàôà â 5 öâåòîâ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1.2.

Ðèñ. 1.1: Ðåøåíèå çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå

Ðèñ. 1.2: Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñêðàñêå
Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå, êàê è çàäà÷à î ðàñêðàñêå ÿâëÿþòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé, òåîðèè
ðàçìåùåíèé è ò.ï. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
èìååòñÿ ðÿä ðàáîò (çàÿâîê), à òàêæå îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî (¾ïðîöåññîð¿),
âûïîëíÿþùåå ýòè ðàáîòû. Íåêîòîðûå ïàðû çàÿâîê ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì
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îäíîâðåìåííî îáñëóæèâàòüñÿ íå ìîãóò. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ ëþáîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
ðàáîò. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî çàÿâîê ìîæåò áûòü îáñëóæåíî çà åäèíèöó
âðåìåíè è çà êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìîãóò áûòü âûïîëíåíû âñå ðàáîòû?
Äëÿ ðåøåíèÿ îáåèõ çàäà÷ ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
ðàáîòàì, à ðåáðà ñîåäèíÿþò òå âåðøèíû, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàáîòû
îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîãóò. Òîãäà äëÿ äàííîãî ãðàôà ïåðâàÿ èç
çàäà÷ ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà, à âòîðàÿ â
âû÷èñëåíèè ìèíèìàëüíîãî k, äëÿ êîòîðîãî ãðàô äîïóñêàåò k-ðàñêðàñêó âåðøèí.
Ïîä àëãîðèòìîì ïîíèìàåòñÿ îáùàÿ, âûïîëíÿåìàÿ øàã çà øàãîì, ïðîöåäóðà

ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ðåøåíèå äàííîé ìàññîâîé çàäà÷è àëãîðèòìîì ïðåäïîëàãàåò,
÷òî îí ïðèìåíèì ê êàæäîé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷
è îáÿçàòåëüíî âûäàåò ïðàâèëüíîå èõ ðåøåíèå. Àëãîðèòì ïðåäïîëàãàåò
îïèñàíèå íà íåêîòîðîì ôîðìàëüíîì ÿçûêå, ñèíòàêñèñ êîòîðîãî ñâÿçàí ñ
èñïîëüçóåìîé ìîäåëüþ âû÷èñëåíèé. Ãðóáî ãîâîðÿ, ìîäåëü âû÷èñëåíèé �
íåêîòîðûé ¾êîìïüþòåð¿, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó ïî
èìåþùåìóñÿ ðåöåïòó � ïðîãðàììå-àëãîðèòìó. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãèå ìîäåëè
âû÷èñëåíèé ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé ñ òî÷êè çðåíèÿ âûðàçèòåëüíûõ ñâîéñòâ
(ïðè äîñòàòî÷íî áîãàòîì êîäèðîâàíèè è äåêîäèðîâàíèè âõîäíîé èíôîðìàöèè),
ïîýòîìó ïðè àíàëèçå õàðàêòåðèñòèê àëãîðèòìîâ âûáèðàþò òîëüêî îäíó èç íèõ.
Êàê ïðàâèëî, ýòî Òüþðèíãîâà ìîäåëü îáðàáîòêè èíôîðìàöèè [6].
Âîîáùå ãîâîðÿ, íàì íóæåí ¾îïòèìàëüíûé¿ ñðåäè àëãîðèòìîâ, ðåøàþùèõ

äàííóþ çàäà÷ó. Ïîñêîëüêó â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ îãðàíè÷åíèÿ ïî âðåìåíè
ÿâëÿþòñÿ äîìèíèðóþùèì ôàêòîðîì, òî îñíîâíîå âíèìàíèå ñîñðåäîòà÷èâàþò
íà âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà è ¾îïòèìàëüíîñòü¿ ïîíèìàþò â ñìûñëå
áûñòðîäåéñòâèÿ.
Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðèíÿòî âûðàæàòü â âèäå ôóíêöèè îò

îäíîé ïåðåìåííîé, íàçûâàåìîé äëèíîé âõîäà çàäà÷è. Äàííàÿ ïåðåìåííàÿ
õàðàêòåðèçóåò ¾ðàçìåð¿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, ò.å. îáúåì âõîäíûõ äàííûõ,
òðåáóåìûõ äëÿ åå îïèñàíèÿ. ×àñòî ê èçìåðåíèþ ðàçìåðîâ èíäèâèäóàëüíûõ
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çàäà÷ ïîäõîäÿò íåôîðìàëüíî, ïîñêîëüêó îíè çàâèñÿò îò ñïîñîáà êîäèðîâàíèÿ
âõîäíîé èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, ãðàô ñ n âåðøèíàìè è m ðåáðàìè ìîæíî
çàäàòü äâîè÷íûìè ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè è èíöèäåíòíîñòè (ðàçìåðàìè,
ñîîòâåòñòâåííî, n � n è n �m), à ìîæíî ñïèñêîì ñìåæíîñòè [8], òðåáóþùåìó
ïàìÿòü, ïðîïîðöèîíàëüíóþ m+ n áèò.
Âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà (òðóäîåìêîñòüþ àëãîðèòìà)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîé âõîäíîé äëèíå l ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèè ìàêñèìàëüíîå (ïî âñåì èíäèâèäóàëüíûì çàäà÷àì äëèíû
l) êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, çàòðà÷èâàåìûõ àëãîðèòìîì. Ðàçóìååòñÿ, äàííàÿ
ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà, ïîêà íå âûáðàíà ñõåìà êîäèðîâàíèÿ âõîäíîé
èíôîðìàöèè, îïðåäåëÿþùàÿ âõîäíóþ äëèíó. Îäíàêî, òàêèå äåòàëè
îêàçûâàþòñÿ íåçíà÷èòåëüíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè è
¾òðóäíîðåøàåìîñòè¿. Íà ïðàêòèêå îãðàíè÷èâàþòñÿ íàõîæäåíèåì îöåíî÷íûõ
ôóíêöèé (êàê ïðàâèëî, âåðõíèõ) äëÿ âðåìåíè ðàáîòû êîíêðåòíûõ àëãîðèòìîâ.
Äëÿ çàïèñè òàêèõ îöåíîê èñïîëüçóåòñÿ O-ñèìâîëèêà. Òàê, ïîä ìíîæåñòâîì
ôóíêöèé O(f(n)) ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü fg(n)j 9C > 0 : 8n[g(n) � Cf(n)]g.
Õàðàêòåð ðàçëè÷èÿ ìåæäó ¾õîðîøèìè¿ è ¾ïëîõèìè¿ àëãîðèòìàìè

îáñóæäàëñÿ â ðàáîòàõ Êîáõåìà [27] è Ýäìîíäñà [33]. Â ÷àñòíîñòè, Ýäìîíäñ
ïðåäëîæèë ñ÷èòàòü ¾õîðîøèì¿ àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòè
(ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ò.å. àëãîðèòì òðóäîåìêîñòè O(poly(l)), ãäå poly(l)
� íåêîòîðûé ïîëèíîì îò äëèíû âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è). Òå àëãîðèòìû,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè, Ýäìîíäñ ñ÷èòàåò ¾ïëîõèìè¿. Áîëåå
òîãî, â [33] èì áûëî âûäâèíóòî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è
(¾ïëîõèå¿ çàäà÷è) íå ìîãóò áûòü ðåøåíû ïîëèíîìèàëüíûìè àëãîðèòìàìè.
Äàííàÿ ãèïîòåçà îñòàåòñÿ îòêðûòîé äî ñèõ ïîð.
Ðàçâèòèå òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ñïîñîáñòâîâàëî óêîðåíåíèþ èìåííî

òàêîãî âçãëÿäà íà ðàçäåëåíèå àëãîðèòìîâ ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.
Âàæíîå ïðåèìóùåñòâî èìåííî îò òàêîãî âçãëÿäà (è ñîîòâåòñòâåííî, ðàçäåëåíèÿ
âñåõ çàäà÷ íà ¾õîðîøèå¿ è ¾ïëîõèå¿) ñîñòîèò â íåçàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé
ñõåìû êîäèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, áûëî áû òðóäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ðàçóìíóþ
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ñõåìó êîäèðîâàíèÿ äëÿ êàêîé-ëèáî çàäà÷è, êîòîðàÿ îòëè÷àëàñü áû áîëåå ÷åì
ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì îò ñòàíäàðòíûõ ñõåì. Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ìîæíî
ñäåëàòü îòíîñèòåëüíî èñïîëüçóåìîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, íèêàêàÿ
ðàçóìíàÿ ìîäåëü íå îáëàäàåò ñïîñîáíîñòüþ âûïîëíÿòü ïàðàëëåëüíî áåñêîíå÷íî
áîëüøîé îáúåì ðàáîòû çà åäèíèöó âðåìåíè.
Èòàê, îáùåïðèíÿòûì ñòàíäàðòîì ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷

ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ. Êëàññ òàêèõ çàäà÷
ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç P. Èäåÿ ïîëèíîìèàëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ è äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà áëèçîñòè (ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæíîñòíîãî ñòàòóñà) äâóõ çàäà÷ è
ñîñòîèò â êîíñòðóêòèâíîì ïðåîáðàçîâàíèè, ïðåîáðàçóþùåì çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó ïåðâîãî òèïà â èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó âòîðîãî
òèïà. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ñâåäåíèåì è èãðàåò
îãðîìíóþ ðîëü â òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé.
Ôóíäàìåíò òåîðèè ¾ïëîõèõ¿ (¾òðóäíîðåøàåìûõ¿) çàäà÷ áûë çàëîæåí Êóêîì

â ðàáîòå ¾Ñëîæíîñòü ïðîöåäóð âûâîäà òåîðåì¿ [29]. Êóê ðàññìîòðåë êëàññ
NP � êëàññ çàäà÷, ðàçðåøèìûõ íà íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà
(ìîäåëè âû÷èñëåíèé ñ íåîãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ïàðàëëåëüíî âûïîëíÿåìûõ
îïåðàöèé çà åäèíèöó âðåìåíè) çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Âñå çàäà÷è, ðåøàåìûå
çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ, ïðèíàäëåæàò êëàññó NP. Êóê äîêàçàë, ÷òî ñðåäè
çàäà÷ êëàññà NP èìåþòñÿ ¾íàèáîëåå ñëîæíûå¿ (¾óíèâåðñàëüíûå¿) çàäà÷è,
ò.å. çàäà÷è, ê êîòîðûì ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ëþáàÿ çàäà÷à êëàññà NP.
Èìåííî, èì áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè 3-ÊÍÔ (êîíüþíêòèâíûõ
íîðìàëüíûõ ôîðì ñ íå áîëåå ÷åì 3 áóêâàìè â êàæäîé ñêîáêå) è äîêàçàíà
¾óíèâåðñàëüíîñòü¿ ýòîé çàäà÷è. Âïîñëåäñòâèè Êàðïîì [37] áûëè íàéäåíû
ïðèìåðû äðóãèõ ¾ñàìûõ ñëîæíûõ¿ çàäà÷ èç NP. Òàêèå çàäà÷è ïîëó÷èëè
íàçâàíèå NP-ïîëíûõ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî áîëåå ÷åì 3000 ïðèìåðîâ
NP-ïîëíûõ çàäà÷.
Èäåè Êóêà îêàçàëèñü âåñüìà ïëîäîòâîðíûìè. Îíè ïîçâîëèëè ñâåñòè âîïðîñû

î ñëîæíîñòè çàäà÷ â îäèí: ¾Âåðíî ëè, ÷òî íè äëÿ îäíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è
íåò ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ?¿. Ýòî îäèí èç öåíòðàëüíûõ âîïðîñîâ
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ñîâðåìåííîé Theoretical Computer Science, îäíà èç ñåìè ïðîáëåì òûñÿ÷åëåòèÿ
[45]. Äëÿ îòâåòà íà äàííûé âîïðîñ íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü êðóïíîå íàó÷íîå
îòêðûòèå.

Âîïðîñû è çàäà÷è
1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ìàññîâûìè:

� Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
2n+1 � n+ 1

� Âåðíî ëè, ÷òî 2>1
2. Êàêèå èç ïðèâåäåííûõ âûñêàçûâàíèé âåðíû:

� 4n 2 O(n2)
� 2log3(n) 2 O(n)
� 4n2 2 O(5n2)
� 2n 2 O(n!)
� (1 + 1n)n 2 O(1)
� n! 2 O((n3 )n)

3. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè P 6= NP, òî:
� P � NP
� P 6= NPC
� NPC [ P � NP
� P � NPC
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Ãëàâà 2

Íàñëåäñòâåííûå êëàññû ãðàôîâ è
ïðîáëåìà äåìàðêàöèè

Ðàññìîòðåâ êàêóþ-íèáóäü çàäà÷ó íà ãðàôàõ è íåêîòîðîå ñåìåéñòâî êëàññîâ
ãðàôîâ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îòäåëèòü ìíîæåñòâà ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ èìååò
ìåñòî ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, îò ñëó÷àåâ NP-ïîëíîòû. Îäíàêî, äëÿ
âûïîëíåíèÿ äàííîé äåìàðêàöèè íóæíî èìåòü â âèäó íåñêîëüêî îáñòîÿòåëüñòâ.
Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíûå
ñåìåéñòâà êëàññîâ ãðàôîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
êëàññîâ ãðàôîâ, òî ðàçãðàíè÷åíèå î÷åâèäíî � ìîæíî òîëüêî èçó÷èòü
ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ êëàññîâ. Âî-âòîðûõ,
íåîáõîäèìî èìåòü ÷åòêóþ ôîðìàëèçàöèþ ãðàíèöû, íàïðèìåð, â âèäå èãðàþùèõ
îñîáóþ ðîëü ¾êðèòè÷åñêèõ¿ êëàññîâ ãðàôîâ. Çäåñü íàäî áûòü îñîáåííî
îñòîðîæíûì, ïîñêîëüêó ¾ôèçè÷åñêè¿ ýëåìåíòîâ äàííîé ãðàíèöû ìîæåò è íå
îêàçàòüñÿ. Òàê, íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âñå ìíîæåñòâî êëàññîâ ãðàôîâ
è èçó÷àòü ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ êëàññû, äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé (èëè ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ êëàññû, äëÿ êîòîðûõ
ýòà çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé). Íà ñàìîì äåëå, íè òåõ, íè
ýòèõ êëàññîâ íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, èç ëþáîãî êëàññà ìîæíî óäàëèòü
ïðîèçâîëüíûé ãðàô è ê ëþáîìó êëàññó ìîæíî äîáàâèòü ïðîèçâîëüíûé ãðàô.
Ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è â ýòîì íîâîì êëàññå áóäåò òàêèì æå, êàê è â ñòàðîì.
Èòàê, ïðîáëåìó äåìàðêàöèè èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîãäà, êîãäà îíà
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ñîäåðæàòåëüíà è êîððåêòíî ïîñòàâëåíà. Ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè äîëæåí
îáëàäàòü è îáúåêò èññëåäîâàíèé � ñåìåéñòâî êëàññîâ ãðàôîâ. Íàñòîÿùàÿ
ðàáîòà íàöåëåíà íà èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ óêàçàííîé ãðàíèöû,
ãäå â êà÷åñòâå îáúåêòà âûñòóïàåò ñåìåéñòâî íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ.
Äàäèì îïðåäåëåíèå íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ãðàôîâ. Âñå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

òåîðèè ãðàôîâ, êîòîðûå â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ íå ïðèâîäÿòñÿ,
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [8, 9, 19, 25, 32]. Êëàññ ãðàôîâ X íàçûâàåòñÿ
íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ âåðøèí. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ X ìîæåò áûòü çàäàí ìíîæåñòâîì
ñâîèõ çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ S. Ïðè ýòîì ïðèíÿòà çàïèñü
X = Free(S). Äëÿ íàñëåäñòâåííîãî êëàññà X ÷åðåç Forb(X) îáîçíà÷àåòñÿ
ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ. Äëÿ ëþáîãî
íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ýòî ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Åñëè Forb(X) êîíå÷íî, òî êëàññ X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëeííûì.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðîâ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ

ãðàôîâ:
� Planar � êëàññ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà-Êóðàòîâñêîãî,
ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþùàÿ ìíîæåñòâî Forb(Planar) êàê êëàññ ãðàôîâ,
ãîìåîìîðôíûõ ãðàôàì K5 è K3;3, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì îïèñàíèÿ ÷åðåç
çàïðåùåííûå ïîäãðàôû êëàññà ãðàôîâ, èçíà÷àëüíî îïðåäåëåííîãî èíà÷å.

� Bipartite � êëàññ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ. Òåîðåìà Êåíèãà ïîëíîñòüþ
îïèñûâàåò ìíîæåñòâî Forb(Bipartite), êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ
öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.

� Perfect � êëàññ ñîâåðøåííûõ ãðàôîâ, ò.å. êëàññ ãðàôîâ, â êîòîðûõ äëÿ
êàæäîãî ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôàG íàéäóòñÿ òàêèå ïîðîæäåííûå ïîäãðàôû
Ks è Kt ïîäãðàôà G, ÷òî st � jV (G)j. Ýòî ïðèìåð íàñëåäñòâåííîãî
êëàññà ãðàôîâ, äëÿ êîòîðîãî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà
çàïðåùeííûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ îêàçàëàñü òðóäíîé. Äàííàÿ çàäà÷à
áûëà íåäàâíî ðåøåíà è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî Forb(Perfect) ñîâïàäàåò ñ
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ìíîæåñòâîì fC2k+1; C2k+1; k > 1g [26].
� TO � êëàññ òðàíçèòèâíî îðèåíòèðóåìûõ ãðàôîâ. Ãðàô íàçûâàåòñÿ
òðàíçèòèâíî îðèåíòèðóåìûì, åñëè ïîñëå îðèåíòèðîâàíèÿ ðåáåð îí
ñòàíîâèòñÿ èçîìîðôíûì ãðàôó íåêîòîðîãî òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ.
Êëàññ TO ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäêëàññîì êëàññà ñîâåðøåííûõ ãðàôîâ.
Íî, â îòëè÷èå îò êëàññà Perfect, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Forb(TO)
îêàçàëàñü áîëåå ïðîñòîé. Ýòî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî áûëî ïîëíîñòüþ
îïèñàíî â [34].

� Deg(d) � êëàññ âñåõ ãðàôîâ, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò d.
ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî d ìíîæåñòâî Forb(Deg(d)) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå
ãðàôîâ, ó êîòîðûõ ÷èñëî âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò d + 2 è õîòÿ áû îäíà
âåðøèíà èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ d + 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî d
ìíîæåñòâî Forb(Deg(d)) êîíå÷íî.

� Line� êëàññ âñåõ ðåáåðíûõ ãðàôîâ. Ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ
ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ äëÿ ýòîãî êëàññà èçâåñòíî � îíî ïîëíîñòüþ
îïèñûâàåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.4 ìîíîãðàôèè [19] è ñîñòîèò â
òî÷íîñòè èç 9 ãðàôîâ.

Î ñëîæíîñòè èçó÷åíèÿ íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ ñâèäåòåëüñòâóåò íå
òîëüêî ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîëíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà Forb(Perfect) (ýòî
çàíÿëî áîëåå ÷åì 40 ëåò), íî è òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îäèí èç ñòàðåéøèõ
è ïðåñòèæíåéøèõ æóðíàëîâ â îáëàñòè äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè îïóáëèêîâàë
äâå ðàáîòû ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîäåðæàíèÿ ïî òàêèì êëàññàì. Òàê, Journal of
Combinatorial Theory â 1969 ãîäó îïóáëèêîâàë ñòàòüþ ¾Èíòåðâàëüíûå ãðàôû
ÿâëÿþòñÿ òðàíçèòèâíî îðèåíòèðóåìûìè¿, à â 1970 ãîäó òàì áûëà îïóáëèêîâàíà
ñòàòüÿ ¾Èíòåðâàëüíûå ãðàôû íå ÿâëÿþòñÿ òðàíçèòèâíî îðèåíòèðóåìûìè¿.
Âåðíåìñÿ ê ôîðìàëèçàöèÿì â çàäà÷å äåìàðêàöèè äëÿ ñåìåéñòâà

íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Ïóñòü � � êàêàÿ-íèáóäü çàäà÷à íà ãðàôàõ.
Íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ áóäåì íàçûâàòü �-ïðîñòûì, åñëè çàäà÷à �
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äëÿ ãðàôîâ èç ýòîãî êëàññà ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, è �-ñëîæíûì â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî ¾åñòåñòâåííîå¿ îïðåäåëåíèå �-ñëîæíîãî
êëàññà, êàê íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ñ NP-ïîëíîé çàäà÷åé �, íå ñîâñåì óäà÷íî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè P 6= NP, òî ñóùåñòâóþò çàäà÷è, íå ÿâëÿþùèåñÿ íè
NP-ïîëíûìè, íè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûìè [39]. Äàëåå, ìû òîæå áóäåì
ïðèäåðæèâàòüñÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû. Â èäåàëå ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà
èñ÷åðïûâàþùóþ õàðàêòåðèçàöèþ �-ïðîñòûõ è �-ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ.
Ðàññìàòðèâàåìûì çäåñü èíñòðóìåíòîì äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè áóäåò ìåòîä
ïîèñêà ¾êðèòè÷åñêîãî¿ êëàññà ãðàôîâ, ò.å. íàñëåäñòâåííîãî êëàññà, èãðàþùåãî
îñîáóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äåìàðêàöèè. Ýòîò ìåòîä áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ
â çàäà÷å î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå, â çàäà÷å î k-ðàñêðàñêå è åå îáîáùåíèÿõ.

Âîïðîñû è çàäà÷è
1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ íàñëåäñòâåííûìè:

� Ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì 3 è ëþáûå
äâå âåðøèíû ñòåïåíè 3 íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå ÷åì 2

� Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ áåç ãðàôà K4
� Ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ó êîòîðûõ èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì 3 òðåóãîëüíèêà
� Ìíîæåñòâî ãðàôîâ, âñå ïîðîæäåííûå öèêëû êîòîðûõ èìåþò äëèíó íå
ìåíåå ÷åì 2011

� Ìíîæåñòâî ãðàôîâ, âñå öèêëû êîòîðûõ èìåþò äëèíó íå áîëåå ÷åì 2011
2. Íàéòè ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà çàïðåùåííûõ ïîðîæäåííûõ
ïîäãðàôîâ äëÿ òåõ êëàññîâ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, êîòîðûå îêàçàëèñü
íàñëåäñòâåííûìè.

3. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ � ëþáîé íàñëåäñòâåííûé
êëàññ ÿâëÿåòñÿ ëèáî �-ïðîñòûì, ëèáî �-ñëîæíûì?
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Ãëàâà 3

Ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû ãðàôîâ

3.1 Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ ýëåìåíòîâ
ðåøåòêè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ

Åñòåñòâåííûìè ¾êðèòè÷åñêèìè¿ êëàññàìè ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûå
(ïî âêëþ÷åíèþ) �-ïðîñòûå êëàññû è ìèíèìàëüíûå (ïî âêëþ÷åíèþ) �-ñëîæíûå
êëàññû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ïîâòîðÿÿ ïî÷òè äîñëîâíî ðàññóæäåíèÿ èç ðàáîòû [20],
÷òî ìàêñèìàëüíûõ ïðîñòûõ êëàññîâ íåò íè äëÿ îäíîé çàäà÷è �. Îäíàêî, äî
íåäàâíåãî âðåìåíè íèêàêîé èíôîðìàöèè î ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññàõ íå
áûëî. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðå òàêèõ êëàññîâ áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì
ýòèõ ñòðîê. Òàê, â 2009 ãîäó åìó óäàëîñü ðåøèòü âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ
ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ äëÿ ðÿäà çàäà÷ íà ãðàôàõ.
Äàííàÿ ãëàâà ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ìèíèìàëüíûõ �-ñëîæíûõ

êëàññîâ. Èìåííî, â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ëþáîìó íàñëåäñòâåííîìó êëàññó ãðàôîâ
ÿâëÿåòñÿ òàêîé çàäà÷åé. Óñòàíîâëåíèå ìèíèìàëüíîñòè îïðåäåëåííûõ êëàññîâ
ãðàôîâ äëÿ íåêîòîðûõ ìîäèôèêàöèé êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î k-ðàñêðàñêå
ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå âòîðîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ãëàâû. Ðå÷ü èäåò î
çàäà÷å î âåðøèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè (äàëåå, ïðîñòî çàäà÷å ÂÑÐ),
ñôîðìóëèðîâàííîé â ðàáîòå [36]. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÂÑÐ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
çàäàí ãðàô G è ñïèñîê L = fL(v1);L(v2); : : : ;L(vn)g (V (G) = fv1; v2; : : : ; vng).
Ìíîæåñòâî L(vi) (íàçûâàåìîå ïàëèòðîé öâåòîâ âåðøèí ãðàôà G) ÿâëÿåòñÿ
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êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íîìåðîâ ðàçðåøåííûõ öâåòîâ äëÿ âåðøèíû vi. Âñþäó
äàëåå íîìåð öâåòà áóäåò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ ñàìèì öâåòîì, ïîýòîìó íà
ìíîæåñòâå öâåòîâ èç L åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðóåòñÿ îòíîøåíèå ¾áûòü
áîëüøå¿. L-ðàíæèðîâàíèåì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå c : V (G)!nS
i=1L(vi), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
(1). Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ÷èñëî c(x) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó L(x).
(2). Êàæäûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé äâå îäíîöâåòíûå âåðøèíû u è v, ñîäåðæèò

òàêóþ âåðøèíó w, ÷òî c(w) > c(u).
Ïîêàæåì íà ïðèìåðå ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âåðøèííîì ñïèñêîâîì

ðàíæèðîâàíèè. Ïóñòü G � ãðàô, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 3, à L = fL(v1) =
f3g;L(v2) = f5g;L(v3) = f3; 5g;L(v4) = f1; 4g;L(v5) = f1; 4gg, v5 � âåðøèíà
ñòåïåíè 5.

Ðèñ. 3.1: Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î âåðøèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè
Ïîíÿòíî, ÷òî c(v1) = 3; c(v2) = 5. Èç âòîðîãî òðåáîâàíèÿ ê L-ðàíæèðîâàíèþ

ñëåäóåò, ÷òî c(v3) = 3. Èç ýòîãî æå òðåáîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíó v5 íåëüçÿ
ïîêðàñèòü â öâåò 1. Ïîýòîìó c(v5) = 4, îòñþäà c(v1) = 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
çàäàííûõ ãðàôà G è íàçíà÷åíèÿ L ñóùåñòâóåò L-ðàíæèðîâàíèå.
Çàäà÷à î âåðøèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè äëÿ äàííîãî ãðàôà G è

ïàëèòðû öâåòîâ âåðøèí L ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü, èìååò ëè
ãðàô L-ðàíæèðîâàíèå. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò ïðèëîæåíèÿ ê ïàðàëëåëüíîé
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ðåàëèçàöèè ðàçëîæåíèÿ Õîëåccêîãî [40], ê âûïîëíåíèþ ïàðàëëåëüíûõ çàïðîñîâ
ê áàçå äàííûõ [31], ê âåðèôèêàöèè êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì [44]. Óòî÷íèì,
÷òî ïîä ÂÑÐ-ïðîñòûì êëàññîì ïîíèìàåòñÿ òàêîé íàñëåäñòâåííûé êëàññ, äëÿ
êîòîðîãî èìååòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ L-
ðàíæèðîâàíèÿ ïðè ëþáîé ïàëèòðå L.

3.2 Î íåñóùåñòâîâàíèè ìèíèìàëüíûõ ñëîæíûõ êëàññîâ äëÿ
íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ÐÏ[X] çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó
ãðàôîâ X.

Òåîðåìà 1. Åñëè X � íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, òî ëþáîé ÐÏ[X]-
ñëîæíûé êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íåêîòîðûé êëàññ
ãðàôîâ Y ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÐÏ[X]-ñëîæíûì. ßñíî, ÷òî ýòîò êëàññ
ñîäåðæèò ãðàô G, íå ïðèíàäëåæàùèé êëàññó X (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êëàññ Y
áûë áû ÐÏ[X]-ïðîñòûì). Ïóñòü Z = Y n (Y \ Free(fGg)). Ïîíÿòíî, ÷òî êëàññ
Z ñîñòîèò èç ãðàôîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì.
Ò.ê. êëàññ ãðàôîâ X ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì è ãðàô G íå ïðèíàäëåæèò
ýòîìó êëàññó, òî ëþáîé ãðàô èç Z íå ïðèíàäëåæèò êëàññó X. Ïîýòîìó êëàññ
Z ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ñ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ÐÏ[X]. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ÐÏ[X] â êëàññå ãðàôîâ Y nZ = Y\Free(fGg) íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ÐÏ[X]-ñëîæíûé êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êîíêðåòíûì ïðèìåðîì çàäà÷è íà ãðàôàõ, ê êîòîðîé íå ïðèìåíèìà òåîðåìà
1, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î âåðøèííîé k-ðàñêðàñêå, NP-ïîëíàÿ ïðè ëþáîì k > 2.
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3.3 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷ î ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè â
íåêîòîðûõ êëàññàõ ãðàôîâ

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî êëàññîâ ãðàôîâ,
îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì çàìûêàíèåì (ò.å. ñîâîêóïíîñòüþ
âñåâîçìîæíûõ ïîðîæäåííûõ ïîäãðàôîâ) ìíîæåñòâ ãðàôîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà
� êîìåò. Êîìåòîé Comet(i; j) (i � 1, j � 1) íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé
îòîæäåñòâëåíèåì âåðøèíû ñòåïåíè i + 1 ãðàôà K1;i+1 ñ îäíîé èç êîíöåâûõ
âåðøèí ïóòè Pj. Êîìåòà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 3.2.

Ðèñ. 3.2: Êîìåòà
Êëàññ Comet � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå, ìíîæåñòâà êîìåò.

Ïóñòü Comet(1)(k) � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
1S
i=1fComet(i; 1); Comet(i; 2); : : : ; Comet(i; k)g, à Comet(2)(k) � ìíîæåñòâà
1S
i=1fComet(1; i); Comet(2; i); : : : ; Comet(k; i)g.

Ëåììà 1[30]. Â êëàññå ïðîñòûõ ïóòåé Path çàäà÷à ÂÑÐ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìà.

Ëåììà 2[30]. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k ìíîæåñòâî ëåñîâ, èìåþùèõ
íå áîëåå ÷åì k íåëèñòîâûõ âåðøèí, ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ïðîñòûì êëàññîì.

Ëåììà 3. Çàäà÷à ÂÑÐ â êëàññå ïðîñòûõ öèêëîâ Cycle ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìà.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíûé ãðàô è x �
íàèáîëüøèé èç öâåòîâ ïàëèòðû L. ßñíî, ÷òî â ëþáîì L-ðàíæèðîâàíèè èìååòñÿ
íå áîëåå îäíîé âåðøèíû ñ öâåòîì x. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî åñëè L-ðàíæèðîâàíèå
ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò òàêîå L-ðàíæèðîâàíèå, â êîòîðîì îäíà èç âåðøèí
èìååò öâåò x.
Ïóñòü V (G) = fv1; v2; : : : ; vng è v � òàêàÿ âåðøèíà ãðàôà G, ÷òî

x 2 L(v). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò L-ðàíæèðîâàíèå ãðàôà G,
â êîòîðîì c(v) = x, òîãäà ñóùåñòâóåò è L0-ðàíæèðîâàíèå ãðàôà G0,
ãäå G0 � ãðàô, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G) n fvg è L0 =
fL(v1)nfxg;L(v2)nfxg; : : : ;L(vn)nfxggnfL(v)nfxgg. Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ÂÑÐ äëÿ ãðàôà
G ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê òîé æå çàäà÷å äëÿ ãðàôîâ èç ìíîæåñòâà fG0 : G0

ïîëó÷àåòñÿ èç G óäàëåíèåì òàêîé âåðøèíû v, ÷òî x 2 L(v)g. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî çàäà÷à ÂÑÐ äëÿ êëàññà Cycle ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å
äëÿ êëàññà Path. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k êëàññ Comet(1)(k) ÿâëÿåòñÿ
ÂÑÐ-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà ãðàôîâ
X çàäà÷à ÂÑÐ ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê ñâÿçíûì ãðàôàì èç X. Î÷åâèäíî, ÷òî
ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô G 2 Comet(1)(k) ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì k íåëèñòîâûõ
âåðøèí. Îòñþäà è èç ëåììû 2 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 4. Ëåììà 4
äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k êëàññ Comet(2)(k) ÿâëÿåòñÿ
ÂÑÐ-ïðîñòûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k çàäà÷à
ÂÑÐ â êëàññå Comet(2)(k) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå
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ïðîñòûõ ïóòåé. Ïîíÿòíî, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà
èç Comet(2)(k) ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîìåòîé, ëèáî ïðîñòûì ïóòåì. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîìåòû, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó Comet(2)(k).
Ïóñòü G � ëþáîé ãðàô òàêîãî âèäà, à L � ïàëèòðà öâåòîâ âåðøèí ãðàôà G.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî fv1; v2; : : : ; vsg � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G ñòåïåíè

1, êîòîðûå ñìåæíû ñ åãî âåðøèíîé v ñòåïåíè s + 1. ×åðåç M îáîçíà÷èì
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå L(v1) � L(v2) � : : : � L(vs) � L(v). Äëÿ ëþáîãî
òàêîãî íàáîðà (x1; x2; : : : ; xs; x) 2 M , ÷òî x 62 fx1; x2; : : : ; xsg è x áîëüøå
ëþáûõ äâóõ ðàâíûõ ýëåìåíòîâ èç òîãî æå ìíîæåñòâà, ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ
äîïóñòèìóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G, â êîòîðîé c(v1) = x1; c(v2) = x2; : : : ; c(vs) =
xs; c(v) = x. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
fv1; v2; : : : ; vsg, â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû èìåþò ðàçëè÷íûå öâåòà. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïîäìíîæåñòâî îáðàçîâàíî âåðøèíàìè vi1; vi2; : : : ; vip, ïðè÷åì
xi1 > xi2 > : : : > xip. Ïîñòðîèì ïàëèòðó öâåòîâ âåðøèí L0 ïðîñòîãî ïóòè
P = (u1; u2; : : : ; ujV (G)j+p�s). Äëÿ ëþáîãî j 2 f1; 2; : : : ; pg ìíîæåñòâî L0(uj)
ðàâíî fxijg, L0(up+1) = fxg è äëÿ ëþáîãî jV (G)j + p � s � j � p + 2
ìíîæåñòâî L0(uj) ñîâïàäàåò ñ L(wj), ãäå âåðøèíà wj 2 V (G) n fv1; v2; : : : ; vs; vg
â ãðàôå G îòñòîèò íà ðàññòîÿíèè j � p � 1 îò öåíòðàëüíîé âåðøèíû v. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîå ðàñøèðåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòè÷íîé ðàñêðàñêè äî
íåêîòîðîãî L-ðàíæèðîâàíèÿ ãðàôà G èíäóöèðóåò íåêîòîðîå L0-ðàíæèðîâàíèå
ïóòè P è íàîáîðîò. Ïîñêîëüêó s � k è k ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì, òî ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà M îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è
ÂÑÐ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k çàäà÷à ÂÑÐ â êëàññå
Comet(2)(k) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå ïðîñòûõ ïóòåé.
Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé è èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì

çàäàííîì k êëàññ Comet(2)(k) ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ïðîñòûì è ÐÑÐ-ïðîñòûì. Ëåììà
5 äîêàçàíà.

Çâåçäîé Si íàçîâåì ãðàô, ïîëó÷àåìûé ïîäðàçáèåíèåì êàæäîãî ðåáðà ãðàôà
K1;i. Çâåçäà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 3.3.
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Ðèñ. 3.3: Çâåçäà
Ïóñòü Star � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà çâåçä.

Ëåììà 6. Êëàññ Star ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâåäåíèè çàäà÷è î
âåðøèííîì ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè â êëàññå äåðåâüåâ âûñîòû íå áîëåå ÷åì
äâà (îáîçíà÷àåìîì äàëåå THTree) ê òîé æå çàäà÷å â êëàññå Star. Ïóñòü G 2
THTree. Êîðåíü äåðåâà G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç r, åãî íåëèñòîâûõ ïîòîìêîâ
îáîçíà÷èì ÷åðåç x1; x2; : : : ; xp. Äëÿ ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; pg ïîä ìíîæåñòâîì
fy(i)1 ; y(i)2 ; : : : ; y(i)ji g áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî ïîòîìêîâ âåðøèíû xi. Â ðàáîòå
[30] äîêàçàíî, ÷òî êëàññ THTree ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîì
ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè äàæå äëÿ ïàëèòð öâåòîâ âåðøèí ñïåöèàëüíîãî
âèäà (íàçûâàåìûõ äàëåå óïðîùåííûìè). Ýòî òàêèå ïàëèòðû L, ó êîòîðûõ
ìíîæåñòâà L(r), L(y(1)1 ); : : : ;L(y(1)j1 );L(y(2)1 ); : : : ;L(y(2)j2 ); : : : ;L(y(p)1 ); : : : ;L(y(p)jp )
èìåþò ìîùíîñòü îäèí è äëÿ êîòîðûõ L(x1) = f�1; �1g;L(x2) =
f�2; �2g; : : : ;L(xp) = f�p; �pg. Äàííûå ïàëèòðû òàêæå îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî L(r) � íàèìåíüøèé ñðåäè öâåòîâ èç L è òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
i 2 f1; 2; : : : ; pg è ëþáîãî j 2 f1; 2; : : : ; jig öâåò èç L(y(i)j ) áîëüøå �i è ìåíüøå
�i.
Ðàññìîòðèì ñóæåíèå çàäà÷è ÂÑÐ â êëàññå THTree íà ïàëèòðû îïèñàííîãî

âûøå âèäà. Ïóñòü G 2 THTree è ïóñòü L � óïðîùåííàÿ ïàëèòðà öâåòîâ
âåðøèí ýòîãî ãðàôà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ
öâåòîâ èç L íå ìåíüøå ÷åì 2 (ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå óìåíüøàåò îáùíîñòè,
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ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî óìíîæèòü êàæäûé èç öâåòîâ ïàëèòðû íà
2). Ðàññìîòðèì âåðøèíó x1 ãðàôà G. Ìíîæåñòâî ïîòîìêîâ x1 ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì ðàçäåëèì íà äâà ìíîæåñòâà A;B, ìîùíîñòè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ
íå áîëåå ÷åì íà 1. Ïîñòðîèì ïî ãðàôó G è ïàëèòðå L ãðàô G0 è ïàëèòðó
L0 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óäàëèì èç G âåðøèíó x1 è äîáàâèì âåðøèíû
x01; x001; x0001 . Äîáàâèì òàêæå ðåáðà (r; x01); (r; x001); (r; x0001 ), ðåáðà, èíöèäåíòíûå x01 è
âñåâîçìîæíûì âåðøèíàì èç A, à òàêæå ðåáðà, èíöèäåíòíûå x002 è âñåâîçìîæíûì
âåðøèíàì èç B. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x 2 V (G)\V (G0) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
L(x) = L0(x). Ïóñòü � = �1+1 è � = �1�1. Ïîëîæèì L0(x01) = f�1; �g;L0(x001) =
f�; �1g;L0(x0001 ) = f�; �g. Ïîêàæåì, ÷òî L-ðàíæèðîâàíèå ãðàôà G ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò L0-ðàíæèðîâàíèå ãðàôà G0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò L0-ðàíæèðîâàíèå ãðàôà G0. Âîçìîæíû òîëüêî

ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ:
1.1. L0-ðàíæèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî c(x01) = �1; c(x001) = �1; c(x0001 ) 2 f�; �g.

Îêðàñèì âåðøèíó x1 â öâåò �1, à öâåò îñòàëüíûõ âåðøèí èç V (G) n
fx1g ñîâïàäàåò ñ èõ öâåòîì â L0-ðàíæèðîâàíèè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ L-ðàíæèðîâàíèåì ãðàôà
G.

1.2. L0-ðàíæèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî c(x01) = �1; c(x001) = �; c(x0001 ) = �. Îêðàñèì
âåðøèíó x1 â öâåò �1, à öâåò îñòàëüíûõ âåðøèí èç V (G) n fx1g ñîâïàäàåò
ñ èõ öâåòîì â L0-ðàíæèðîâàíèè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì
îáðàçîì îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ L-ðàíæèðîâàíèåì ãðàôà G.

1.3. L0-ðàíæèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî c(x01) = �; c(x001) = �1; c(x0001 ) = �. Ýòîò ñëó÷àé
ñèììåòðè÷åí ïðåäûäóùåìó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò L-ðàíæèðîâàíèå ãðàôà G. Âîçìîæíû òîëüêî
äâà ñëó÷àÿ:
2.1. L-ðàíæèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî c(x1) = �1. Ïîñòðîåíèå L0-ðàíæèðîâàíèÿ

ãðàôà G0 âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ê ñëó÷àþ 1.2.
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2.2. L-ðàíæèðîâàíèå òàêîâî, ÷òî c(x1) = �1. Ïîñòðîåíèå L0-ðàíæèðîâàíèÿ
ãðàôà G0 âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ê ñëó÷àþ 1.3.

Èòàê, L-ðàíæèðîâàíèå ãðàôà G ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò L0-ðàíæèðîâàíèå ãðàôà G0, ïðè ýòîì ïàëèòðà L0 îñòàåòñÿ
óïðîùåííîé. Ïðèìåíÿÿ îïèñàííóþ âûøå äèõîòîìèþ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû
ïîëó÷àåì ãðàô G� 2 Star. ßñíî, ÷òî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàíæèðîâàíèÿ
ãðàôà G� ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè L-ðàíæèðîâàíèÿ ãðàôà G.
Çàìåòèì, ÷òî âõîäíûå äàííûå çàäà÷è ÂÑÐ äëÿ ãðàôà G� îãðàíè÷åíû ñâåðõó
ïîëèíîìîì îò âõîäíûõ äàííûõ òîé æå çàäà÷è äëÿ ãðàôà G. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî çàäà÷à ÂÑÐ â êëàññå THTree ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å â
êëàññå Star. Ëåììà 6 äîêàçàíà.

3.4 Ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû ãðàôîâ äëÿ çàäà÷ î ñïèñêîâîì
ðàíæèðîâàíèè

Äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ êëàññû Comet
è Star ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ñëîæíûìè êëàññàìè, ïðè÷åì ìíîæåñòâî
Forb(Comet) áåñêîíå÷íî, à ìíîæåñòâî Forb(Star) êîíå÷íî.
Ìîñòîì Bk íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé ñîåäèíåíèåì âåðøèí ñòåïåíè 2

äâóõ êîïèé ãðàôà P3 ïðîñòûì ïóòåì äëèíû k. Ìîñò Bk èçîáðàæåí íà ðèñóíêå
3.4.

Ðèñ. 3.4: Ìîñò Bk

Òðèîäîì Ti;j;k íàçûâàåòñÿ äåðåâî, èìåþùåå îäíó âåðøèíó ñòåïåíè 3 è
ðîâíî òðè ëèñòà, íàõîäÿùèõñÿ îò âåðøèíû ñòåïåíè 3 íà ðàññòîÿíèÿõ i; j; k
ñîîòâåòñòâåííî. Òðèîä èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 3.5.
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Ðèñ. 3.5: Òðèîä Ti;j;k
3.4.1 Íàñëåäñòâåííûå çàìûêàíèÿ êîìåò è çâåçä
Ëåììà 7. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Forb(Comet) =

fB1; B2; B3; 2K1;3; T1;2;2; C3; C4; : : :g.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç ãðàôîâ ìíîæåñòâà M1 =
fB1; B2; B3; 2K1;3; T1;2;2; C3; C4; : : :g íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Comet, à êàæäûé
ïîðîæäåííûé ïîäãðàô ëþáîãî èç ãðàôîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò
Comet, òî Forb(Comet) � M1. Äîêàæåì, ÷òî Free(M1) � Comet.
Ïóñòü G 2 Free(M1). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ ëåñîì. Ïîñêîëüêó
G 2 Free(fB1; B2; B3; 2K1;3g), òî â äàííîì ãðàôå èìååòñÿ íå áîëåå îäíîé
âåðøèíû ñòåïåíè íå ìåíåå ÷åì 3. Åñëè G 2 Deg(2), òî G 2 Comet. Ò.ê.
G 2 Free(fT1;2;2g), òî è â ñëó÷àå, êîãäà G 62 Deg(2), ãðàô G ïðèíàäëåæèò
êëàññó Comet. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Free(M1) � Comet.
Èç ïîëó÷åííûõ âêëþ÷åíèé çàêëþ÷àåì, ÷òî Forb(Comet) = M1. Ëåììà 7
äîêàçàíà.

Ëåììà 8. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Forb(Star) = fC3; C4; C5; C6; P3 �
P2; B1g.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Î÷åâèäíî, ÷òî M1 = fC3; C4; C5; C6; P3 � P2; B1g �
Forb(Star). Äîêàæåì, ÷òî Free(M1) � Star, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü
óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Ïîêàæåì, ÷òî Free(M1) � Star. Ïóñòü G 2 Free(M1). Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô
G ÿâëÿåòñÿ ëåñîì. Åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òî èìååò äèàìåòð íå áîëåå ÷åì
5 (ïîñêîëüêó G 2 Free(fP3 � P2g)) è èìååò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû, ñòåïåíü
êîòîðîé áîëüøå ÷åì 2 (ïîñêîëüêó G 2 Free(fP3� P2; B1g)). Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè
òàêàÿ âåðøèíà ñóùåñòâóåò, òî ðàññòîÿíèå îò íåå äî ëþáîé äðóãîé âåðøèíû
íå ïðåâîñõîäèò 2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî G 2 Star. ßñíî, ÷òî åñëè G íåñâÿçåí,
òî ëèáî G = k1P2 � k2P1 äëÿ íåêîòîðûõ k1 è k2, ëèáî êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè ãðàôà G, êðîìå îäíîé, ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû. Èç äîêàçàííîãî
ðàíåå ñëåäóåò, ÷òî ýòà êîìïîíåíòà-èñêëþ÷åíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó Star,
îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî G 2 Star. Òàêèì îáðàçîì, Free(M1) � Star. Ëåììà
8 äîêàçàíà.

3.4.2 Äîêàçàòåëüñòâà ìèíèìàëüíîñòè
Òåîðåìà 1. Êëàññ Comet ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÂÑÐ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Êëàññ Comet ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-ñëîæíûì [30]. Äîêàæåì
åãî ìèíèìàëüíîñòü.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 Comet. Ïîíÿòíî, ÷òî äàííûé

ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì íåêîòîðîé êîìåòû Comet(i; j)
ïðè íåêîòîðûõ i; j. Ïóñòü M1 = fB1; B2; B3; 2K1;3; T1;2;2; C3; C4; C5g �
Forb(Comet). Î÷åâèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Free(M1 [ fGg) �
Free(M1 [ fComet(i; j)g). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà èç êëàññà Free(M1 [ fComet(i; j)g) ÿâëÿåòñÿ ëèáî
ïðîñòûì ïóòåì, ëèáî ïðîñòûì öèêëîì, ëèáî êîìåòîé. Îòñþäà è èç ëåìì 1, 3,
4, 5 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ Free(M1 [ fGg) ÿâëÿåòñÿ êàê ÂÑÐ-ïðîñòûì. Òåîðåìà 1
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Êëàññ Star ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÂÑÐ-ñëîæíûì.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ëåììà 6 îçíà÷àåò, ÷òî êëàññ Star ÿâëÿåòñÿ ÂÑÐ-
ñëîæíûì. Äîêàæåì åãî ìèíèìàëüíîñòü. Ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì
ïîäãðàôîì çâåçäû Si äëÿ íåêîòîðîãî i. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Star\
Free(fGg) � Star \ Free(fSig). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè ëþáîãî ãðàôà èç Star\ Free(fSig) èìååò íå áîëåå ÷åì i íåëèñòîâûõ
âåðøèí. Îòñþäà è èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî G 2 Star çàäà÷à
ÂÑÐ â êëàññå ãðàôîâ Star \ Free(fGg) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Òåîðåìà
2 äîêàçàíà.

Âîïðîñû è çàäà÷è
1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé çàäà÷è íà ãðàôàõ� êîëè÷åñòâî�-ïðîñòûõ êëàññîâ
áåñêîíå÷íî.

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ çàäà÷è � èìååòñÿ õîòÿ áû äâà �-ñëîæíûõ êëàññà,
òî êîëè÷åñòâî òàêèõ êëàññîâ áåñêîíå÷íî.

3. Ñîäåðæèò ëè ïðåäñòàâëåííûé ãðàô L-ðàíæèðîâàíèå (íàçíà÷åíèå
äîïóñòèìûõ öâåòîâ âåðøèíàì îäèíàêîâî � f2; 3; 4; 5g)?

Ðèñ. 3.6: Ãðàô çàäà÷è
4. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå äâà êëàññà ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè äëÿ
çàäà÷è î ñïèñêîâîì ðàíæèðîâàíèè:
� ìíîæåñòâî ëåñîâ ñî ñòåïåíÿìè âåðøèí íå áîëåå ÷åì 3, êàæäàÿ
êîìïîíåíòà êîòîðûõ èìååò ïðîñòîé ïóòü, ñîäåðæàùèé âñå íåëèñòîâûå
âåðøèíû êîìïîíåíòû

� ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåáåðíûìè ê ãðàôàì èç ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà
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Ãëàâà 4

ÍÌ-ãðàíè÷íûå êëàññû îòíîñèòåëüíî
êëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ

4.1 �-ãðàíè÷íûå êëàññû ãðàôîâ è èõ ñâÿçü ñ ìèíèìàëüíûìè �-
ñëîæíûìè

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ
íåò ìèíèìàëüíûõ �-ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãèå çàäà÷è
íà ãðàôàõ èìåþò áåñêîíå÷íûå ìîíîòîííî óáûâàþùèå öåïî÷êè èç ñëîæíûõ
êëàññîâ ãðàôîâ. Òåì ñàìûì èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü ïðåäåëû òàêèõ öåïî÷åê,
à îñîáåííî ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ èç òàêèõ ïðåäåëîâ. Äàííàÿ èäåÿ
ïðèíàäëåæèò Â.Å. Àëåêñååâó, êîòîðûé ââåë ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðàôîâ
[20].
Êëàññ ãðàôîâ X íàçûâàåòñÿ �-ïðåäåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1 � X2 � : : : èç �-ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ, ÷òî
X = 1T

i=1Xi. Ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ �-ñëîæíûé êëàññ íàçûâàåòñÿ �-
ãðàíè÷íûì.
Ñâÿçü ìåæäó ãðàíè÷íûìè è ïðåäåëüíûìè êëàññàìè ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 4.1.

Ëèíèÿìè ñòàíäàðòíîé òîëùèíû âûäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê
ïðåäåëüíîìó êëàññó Y. Æèðíûì óêàçàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê
ãðàíè÷íîìó êëàññó X.
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Ðèñ. 4.1: Ãðàíè÷íûé è ïðåäåëüíûé êëàññû
Çíà÷åíèå ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà ãðàôîâ ðàñêðûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,

äîêàçàííàÿ â ðàáîòå [20] Â.Å. Àëåêñååâûì.

Òåîðåìà 3. Êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ñîäåðæèòñÿ êàêîé-íèáóäü �-ãðàíè÷íûé
êëàññ.

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî çíàíèå âñåõ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ äàííîé
çàäà÷è ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ïðîâåñòè àíàëèç ñëîæíîñòè â ñåìåéñòâå êîíå÷íî
îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ. È õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íå ÿâëÿåòñÿ
êîíñòðóêòèâíûì (îíî ÿâíî íå ôîðìóëèðóåò ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì), ïðîáëåìà âûÿâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ïðèîáðåòàåò îñîáûé
èíòåðåñ.
Èòàê, ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ ðåëàêñàöèåé ïîíÿòèÿ

ìèíèìàëüíîãî ñëîæíîãî. Îäíàêî, óæå â âîïðîñå ñóùåñòâîâàíèÿ ìåæäó òàêèìè
êëàññàìè îáíàðóæèâàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íè
äëÿ êàæäîé NP-ïîëíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ åñòü ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû.
Ýòî îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì ïðè ïåðåõîäå ê ãðàíè÷íûì êëàññàì, ïîñêîëüêó
ëþáîé �-ñëîæíûé êëàññ ãðàôîâ ñîäåðæèò íåêîòîðûé �-ãðàíè÷íûé [20]. Îäíàêî
è èìååòñÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ïîíÿòèÿìè. Îíà îáíàðóæèâàåòñÿ â
ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ.
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Òåîðåìà 4. Åñëè íåêîòîðûé êëàññ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì ãðàíè÷íûì
êëàññîì, òî ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-ñëîæíûì êëàññîì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü X � �-ñëîæíûé ãðàíè÷íûé êëàññ ãðàôîâ,
êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-ñëîæíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé
�-ñëîæíûé êëàññ ãðàôîâ Y, ÷òî Y � X. Êëàññ Y ÿâëÿåòñÿ �-ïðåäåëüíûì
êëàññîì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî X � �-ãðàíè÷íûé êëàññ. Òåîðåìà
4 äîêàçàíà.

Àâòîðó íåèçâåñòíî, âåðíî ëè îáðàòíîå ê òåîðåìå 4 óòâåðæäåíèå (ò.å. äî
ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû, îòëè÷íûå
îò ãðàíè÷íûõ). Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äëÿ êîíå÷íî
îïðåäåëåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ òàêèå êðèòåðèè äåéñòâèòåëüíî èìåþò ìåñòî.

Òåîðåìà 5. Êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ �-ãðàíè÷íûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü X � êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ ãðàôîâ,
ÿâëÿþùèéñÿ �-ãðàíè÷íûì. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì.
Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì �-ñëîæíûì êëàññîì.
Ïóñòü òåïåðü X � êîíå÷íî îïðåäåëåííûé êëàññ, ÿâëÿþùèéñÿ ìèíèìàëüíûì

�-ñëîæíûì. Cóùåñòâóåò �-ãðàíè÷íûé êëàññ Y, ñîäåðæàùèéñÿ â X.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y � X, òîãäà ñóùåñòâóåò ãðàô G 2 X n Y. Èç òîé æå
òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ X \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ �-ñëîæíûì. Ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ êëàññà X. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî, ò.å. Y = X. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â òîé æå ðàáîòå ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå è áûë
íàéäåí ãðàíè÷íûé êëàññ äëÿ ýòîé çàäà÷è. Ðå÷ü èä¼ò î êëàññå � êëàññå ãðàôîâ,
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ó êîòîðûõ êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèáî òðèîäîì, ëèáî ïðîñòûì
ïóòåì. Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, êàêèì îáðàçîì òåîðåìà 3 è ãðàíè÷íîñòü êëàññà
T ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ïðè àíàëèçå ñëîæíîñòè. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé
ãðàô, íå ïðèíàäëåæàùèé êëàññó T. Ðàññìîòðèì êëàññ Free(fGg). ßñíî, ÷òî
îí ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì è ñîäåðæèò êëàññ T, ïîýòîìó çàäà÷à î
íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå äëÿ ãðàôîâ èç ýòîãî êëàññà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìîé. Ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãîé ïðèìåð � êëàññ ëåñîâ Forest. Ýòîò
êëàññ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå è ñîäåðæèò
êëàññ T. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì íåò íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñ óòâåðæäåíèåì
òåîðåìû 3. Äåëî â òîì, ÷òî Forest íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì êëàññîì,
ïîýòîìó ê íåìó äàííîå óòâåðæäåíèå íåïðèìåíèìî (è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 3
íå ïðèìåíèìà òàêèì êëàññàì).
Â ðàáîòå [22] ïîíÿòèå ãðàíè÷íîãî êëàññà ðàññìàòðèâàëîñü ïðèìåíèòåëüíî

ê çàäà÷å î äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå), ãäå äëÿ ýòîé çàäà÷è áûëî íàéäåíî
òðè ãðàíè÷íûõ êëàññà. Ýòî êëàññû T, D, Q, ïðè÷åì D è Q ïîëó÷àþòñÿ
òðàíñôîðìàöèÿìè êëàññà T. Êëàññ D ñîñòîèò èç ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ
ðåáåðíûìè ê ãðàôàì êëàññà T. Êëàññ Q ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäåííûõ
ïîäãðàôîâ äëÿ ãðàôîâ èç fG = (V (G) = V (H)[E(H); E(G)) : H 2 T; E(G) =
f(x; y) : x; y 2 V (H); x 6= yg [ f(x; e) : x 2 V (H); e 2 E(H)gg. Â ðàáîòàõ [5, 12,
14] àâòîðîì ýòèõ ñòðîê áûë ðàçðàáîòàí àïïàðàò äîêàçàòåëüñòâà ãðàíè÷íîñòè
êëàññîâ T è D, äåéñòâåííîñòü ïîëó÷åííûõ ìåòîäîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ áîëüøèì
÷èñëîì ïðèâåäåííûõ êîíêðåòíûõ ôàêòîâ óñòàíîâëåíèÿ ãðàíè÷íîñòè ýòèõ
êëàññîâ. Èíòåðåñóþùåìóñÿ ÷èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷èòàòü ñòàòüþ [14], ãäå
áûëî ïîñòðîåíî êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ êàæäîé èç
êîòîðûõ êëàññû T è D ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè îäíîâðåìåííî.
Âìåñòå ñ òåì, íè äëÿ îäíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åíî ïîëíîãî

îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Èìåþòñÿ ëèøü ãèïîòåçû î
ñòðóêòóðå òàêèõ êëàññîâ äëÿ ðÿäà çàäà÷ è îïðåäåëåííûå ïðîäâèæåíèÿ íà ïóòè
ê èõ äîêàçàòåëüñòâó. Îäíî èç òàêèõ ïðåäïîëîæåíèé èçëàãàåòñÿ â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå.
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4.2 Ãèïîòåçà Â. Å. Àëåêñååâà è åå âàðèàíòû
Íàïîìíèì, ÷òî íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â îáûêíîâåííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí. Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå
ñîñòîèò â íàõîæäåíèè â äàííîì ãðàôå íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà.
Äàëåå çàäà÷ó î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé ÍÌ.
Âîçìîæíî, ÷òî êëàññ T ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ÍÌ-ãðàíè÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ Â.Å. Àëåêñååâà ýêâèâàëåíòíî
äîêàçàòåëüñòâó òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáîãî G 2 T êëàññ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ
ÍÌ-ïðîñòûì [20]. Î òðóäíîñòè ïðîáëåìû ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íåèçâåñòåí ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå äëÿ
êëàññîâ Free(fP5g) è Free(fT1;2;2g). Îäíàêî, ÍÌ-ïðîñòîòà êëàññîâ ãðàôîâ
Free(fP4g) [28] è Free(fT1;1;2g) [2] äàåò íåêîòîðóþ íàäåæäó íà òî, ÷òî ãèïîòåçà
Â.Å. Àëåêñååâà ñïðàâåäëèâà.
Â òî æå âðåìÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü êàêîå-ëèáî ñîáñòâåííîå ïîäñåìåéñòâî

ñåìåéñòâà íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ, òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà
èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå ïðîáëåìû. Òàê, â [20] äîêàçàíî, ÷òî ñðåäè òàê
íàçûâàåìûõ ñèëüíî íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ (íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ,
çàìêíóòûõ åùå è îòíîñèòåëüíî óäàëåíèÿ ðåáåð) êëàññT ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ÍÌ-ãðàíè÷íûì.
Ïðè ñóæåíèÿõ òåõ èëè èíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì

âîçíèêàåò ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå
ïðîñòî ãðàíè÷íîãî êëàññà. Ïóñòü Y � êàêîé-íèáóäü �-ñëîæíûé êëàññ.
Íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ X íàçîâåì �-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî êëàññà
Y, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1 � X2 � : : : �-
ñëîæíûõ ïîäêëàññîâ êëàññà Y, ÷òî 1T

i=1Xi = X. Ìèíèìàëüíûé �-ïðåäåëüíûé
îòíîñèòåëüíî Y êëàññ íàçîâåì �-ãðàíè÷íûì îòíîñèòåëüíî Y êëàññîì. Êëàññ
X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûì îòíîñèòåëüíîY, åñëèX = Y\Free(M),
ãäåM � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ãðàôîâ. Äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû 3, êîòîðûé ìîæåò áûòü äîêàçàí ïî÷òè
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òàêæå.
Êëàññ T ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ãðàíè÷íûì êëàññîì îòíîñèòåëüíî êëàññà ïëàíàðíûõ

ãðàôîâ Planar. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò
ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî èç [20]. Ïðåäïîëîæåíèå Â. Å. Àëåêñååâà ìîæåò
áûòü ïåðåíåñåíî íà ñëó÷àé ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî Planar.
Ðàññìîòðåíèå èìåííî êëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ïîäñêàçàíî ðåçóëüòàòàìè

ðàáîòû [41]. Â ýòîé ðàáîòå èññëåäîâàëèñü ãðàíè÷íûå êëàññû äëÿ çàäà÷è î
äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå (çàäà÷è ÄÌ) îòíîñèòåëüíî òàêîãî êëàññà ãðàôîâ.
Òàì æå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èñ÷åðïûâàåòñÿ êëàññàìè T è D.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êëàññ Planar\Free(fG1; G2; : : : ; Gkg) ÿâëÿåòñÿ ÄÌ-ïðîñòûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå i è j, ÷òî Gi 2 T è Gj 2 D.
Îäíàêî, ìíîæåñòâî ÄÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ íå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
fT;Dg, ïîñêîëüêó èìååòñÿ ÄÌ-ãðàíè÷íûé êëàññ Q.
Íåò íèêàêîé ãàðàíòèè, ÷òî ìíîæåñòâî ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì ÍÌ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî êëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ.
Íåñìîòðÿ íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, åäèíñòâåííîñòü êëàññà T, êàê ÍÌ-
ãðàíè÷íîãî îòíîñèòåëüíî Planar, ìîæåò ñëóæèòü êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì
ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Â. Å. Àëåêñååâà.
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ÍÌ-ãðàíè÷íûõ îòíîñèòåëüíî Planar êëàññîâ,

îòëè÷íûõ îò êëàññà T, ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî G 2 T,
÷òî êëàññ Planar \ Free(fGg) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ñëîæíûì. Õîòÿ åäèíñòâåííîñòü
êëàññà T è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äîêàçàòü íå óäàåòñÿ, èìååòñÿ áîëåå
çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ ê äîñòèæåíèþ ýòîé öåëè, ÷åì â ñëó÷àå ÍÌ-ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ. Èìåííî, óäàåòñÿ ïîêàçàòü ÍÌ-ïðîñòîòó íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðàôîâ
óêàçàííîãî âèäà.

4.3 Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ÍÌ â êëàññå ïëàíàðíûõ
ãðàôîâ, íå ñîäåðæàùèõ áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ ÿáëîê

ßáëîêîì Ak íàçûâàåòñÿ ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç öèêëà äëèíû k äîáàâëåíèåì
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îäíîé âåðøèíû, ñìåæíîé ñ ïðîèçâîëüíîé åãî âåðøèíîé. ßáëîêî èçîáðàæåíî íà
ðèñóíêå 4.2.

Ðèñ. 4.2: ßáëîêî
Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ ëþáîãî s � 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íåçàâèñèìîì

ìíîæåñòâå â êëàññå Planar \ Free(fAs; As+1; : : :g). Äàëåå áóäåò ïîêàçàíà ÍÌ-
ïðîñòîòà ýòîãî êëàññà ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì s � 3. Äàííîå óòâåðæäåíèå
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ãëàâû äèññåðòàöèè. Îòñþäà ëåãêî
ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ i è j êëàññ Planar \ Free(fT1;i;jg)
ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî Planar \ Free(fT1;i;jg) � Planar \ Free(fAi+j+1; Ai+j+2; : : :g).
Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: N(x) � îêðåñòíîñòü

âåðøèíû x; N2(a) � ìíîæåñòâî âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 îò
âåðøèíû a; N(a; b) � ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíàìè a è b
îäíîâðåìåííî; d(x; y) � ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè x è y.
4.3.1 Ñæàòèÿ è ñâÿçàííûå ñ íèìè óòâåðæäåíèÿ
Íà ïåðâîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà íàøèì ãëàâíûì àëãîðèòìè÷åñêèì

èíñòðóìåíòîì áóäóò ñæàòèÿ, îïèñàííûå â ðàáîòå [1]. Ñæàòèåì íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà â ñåáÿ, íå ÿâëÿþùååñÿ àâòîìîðôèçìîì,
ïðè êîòîðîì ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå íåñìåæíûå âåðøèíû ïåðåõîäÿò â ðàçëè÷íûå
è íåñìåæíûå. Òàêèì îáðàçîì, ñæàòèå ïðåîáðàçóåò ãðàô â åãî ïîðîæäåííûé
ïîäãðàô, ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåòñÿ ðàçìåð íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî
ìíîæåñòâà. Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ñæàòèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî
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ïîðÿäêîâ, ò.å. òàêèå, ïðè êîòîðûõ âñå âåðøèíû, êðîìå îäíîé èëè äâóõ, îñòàþòñÿ
íåïîäâèæíûìè.
Ñæàòèå ' ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå �ab�, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî '(a) =

b, à îñòàëüíûå âåðøèíû íåïîäâèæíû. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N(b) n fag � N(a) n fbg.
Ïðåîáðàçîâàíèå �a bc d

� ('(a) = c, '(b) = d, îñòàëüíûå íåïîäâèæíû) ÿâëÿåòñÿ
ñæàòèåì âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè
� c 6= d;
� â ãðàôå åñòü ðåáðà (a; c) è (b; d) è íåò ðåáåð (a; b) è (c; d);
� êàæäàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé c, êðîìå a è b, ñìåæíà è ñ a;
� êàæäàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ âåðøèíîé d, êðîìå a è b, ñìåæíà è ñ b.
Ãðàô íàçîâåì íåñæèìàåìûì, åñëè äëÿ íåãî íåò ñæàòèé ïåðâîãî è âòîðîãî

ïîðÿäêà. Íåñæèìàåìûé ïîäãðàô äàííîãî ãðàôà, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íåãî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñæàòèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, íàçûâàåòñÿ 2-îñíîâîé
ãðàôà. Ãðàô ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî 2-îñíîâ (íàïðèìåð, ó ãðàôà C4 èõ äâå),
íî, êàê ïîêàçàíî â [1], âñå îíè èçîìîðôíû. Î÷åâèäíî, 2-îñíîâà ãðàôà ìîæåò
áûòü íàéäåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ëåììà 9. Ïóñòü G � íåñæèìàåìûé ãðàô èç Planar\Free(fSig), a è b �
åãî âåðøèíû, d(a; b) = 2. Òîãäà jN(a) \N(b)j � 4i+ 1.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âåðøèíó x 2 N(a) \N(b) íàçîâåì
� îñîáîé, åñëè êàæäàÿ ñìåæíàÿ ñ x âåðøèíà, êðîìå a è b, ïðèíàäëåæèòN(a)\
N(b);

� a-÷èñòîé (b-÷èñòîé), åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ x è íåñìåæíàÿ
ñ âåðøèíîé a (ñ âåðøèíîé b).

Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èç N(a) \ N(b) ïðèíàäëåæèò ê îäíîé èç ýòèõ
òðåõ êàòåãîðèé. Îöåíèì ÷èñëî âåðøèí êàæäîãî òèïà.
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Äîïóñòèì, èìååòñÿ ÷åòûðå îñîáûå âåðøèíû. Òîãäà, ââèäó ïëàíàðíîñòè ãðàôà
G, ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ äâå íåñìåæíûå. Ïóñòü ýòî âåðøèíû x è y. Íî òîãäà
îòîáðàæåíèå �a bx y

� ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ íå áîëüøå òðåõ
îñîáûõ âåðøèí.
Äîïóñòèì, èìååòñÿ 2i a-÷èñòûõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü

ïëîñêóþ óêëàäêó ãðàôà G. Îíà îïðåäåëÿåò öèêëè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå
ðåáåð, èíöèäåíòíûõ êàæäîé âåðøèíå, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñìåæíûõ âåðøèí.
Ïóñòü x1; : : : ; x2i � a-÷èñòûå âåðøèíû, ðàñïîëîæåííûå â öèêëè÷åñêîì
ïîðÿäêå, îïðåäåëÿåìîì äàííîé óêëàäêîé, îòíîñèòåëüíî âåðøèíû a. Ïóñòü
yj � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ xj è íåñìåæíàÿ ñ a. Íåêîòîðûå
èç âåðøèí ìíîæåñòâà fy1; y2; : : : ; y2ig ìîãóò ñîâïàäàòü, íî âåðøèíû
y1; y3; y5; : : : ; y2i�1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû è íå ñìåæíû ìåæäó ñîáîé. Òîãäà
ìíîæåñòâî fa; x1; x3; x5; : : : ; x2i�1; y1; y3; y5; : : : ; y2i�1g ïîðîæäàåò ïîäãðàô Si.
Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ íå áîëåå 2i � 1 a-÷èñòûõ è íå áîëåå 2i � 1 b-÷èñòûõ
âåðøèí, à âñåãî íå áîëåå 4i+ 1 âåðøèí â N(a) \N(b). Ëåììà 9 äîêàçàíà.

Ëåììà 10. Â íåñæèìàåìîì ãðàôå èç Planar\Free(fSig) ñòåïåíü êàæäîé
âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 16i2 � 1.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü a � âåðøèíà ñòåïåíè d â íåñæèìàåìîì ãðàôå
G 2 Planar \ Free(fSig). Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ïîäãðàô H, îáðàçîâàííûé
ìíîæåñòâàìè âåðøèí A = N(a), B = N2(a) è âñåìè ðåáðàìè ãðàôà G,
ñîåäèíÿþùèìè âåðøèíû èç A ñ âåðøèíàìè èç B. Ïóñòü � � ìîùíîñòü
íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, à � � ìîùíîñòü íàèìåíüøåãî âåðøèííîãî
ïîêðûòèÿ ãðàôà H. Ïî òåîðåìå Êåíèãà � = �.
Åñëè âåðøèíà x 2 A íå ñìåæíà íè ñ îäíîé âåðøèíîé èç B, òî îòîáðàæåíèå�ax
� ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ âåðøèíà èç A ñìåæíà õîòÿ áû ñ

îäíîé âåðøèíîé èç B è â ãðàôå H èìååòñÿ d ðåáåð, ïîïàðíî íå èìåþùèõ îáùèõ
âåðøèí â ìíîæåñòâå A. Ïî ëåììå 9 êàæäàÿ âåðøèíà èç ìíîæåñòâà B èìååò â
ãðàôå H ñòåïåíü íå áîëåå 4i+ 1. Çíà÷èò, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêðûòü ýòè d ðåáåð,
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òðåáóåòñÿ íå ìåíåå d4i+1 âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, � � d4i+1 .
Âîçüìåì â ãðàôå H êàêîå-ëèáî ïàðîñî÷åòàíèå ñ � ðåáðàìè è ðàññìîòðèì

ïëàíàðíûé ãðàô H 0, ïîëó÷åííûé èç ãðàôà H ñòÿãèâàíèåì âñåõ ðåáåð ýòîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ. Åñëè d � (4i+1)(4i� 1)+ 1, òî â ãðàôå H 0 íå ìåíåå 4i âåðøèí.
Èç òåîðåìû î ÷åòûðåõ êðàñêàõ ñëåäóåò, ÷òî â ãðàôå H 0 èìååòñÿ íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç i âåðøèí. Âåðøèíàì ýòîãî ìíîæåñòâà â ãðàôå H
ñîîòâåòñòâóþò 2i ðåáåð, îáðàçóþùèå âìåñòå ñ èíöèäåíòíûìè èì âåðøèíàìè
ïîðîæäåííûé ïîäãðàô iK2. Íî òîãäà ýòè 2i âåðøèí âìåñòå ñ âåðøèíîé a
ïîðîæäàþò â ãðàôå G çâåçäó Si. Ëåììà 10 äîêàçàíà.
4.3.2 Ìèíîðíî áåçàïåêñíûå ãðàôû áîëüøîé äðåâåñíîé øèðèíû
Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðå÷ü èäåò îá îïðåäåëåííîì ñâîéñòâå ãðàôîâ, íå

ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîëüíûõ àïåêñíûõ ãðàôîâ â êà÷åñòâå ìèíîðà. Ýòî ñâîéñòâî
íàì ïîíàäîáèòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.
Ãðàô íàçûâàåòñÿ àïåêñíûì, åñëè óäàëåíèå íåêîòîðîé åãî âåðøèíû ïðèâîäèò

ê ïëàíàðíîìó ïîäãðàôó. Íàïðèìåð, ãðàô K5 ÿâëÿåòñÿ àïåêñíûì, ïîñêîëüêó
óäàëåíèå ëþáîé åãî âåðøèíû ïðèâîäèò ê ïëàíàðíîìó ïîäãðàôó K4. Ãðàô
H íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì ãðàôà G, åñëè H ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ãðàôà G
îïåðàöèÿìè óäàëåíèÿ âåðøèí è ðåáåð, à òàêæå îïåðàöèÿìè ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà.
Åñëè ãðàô H íå ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì ãðàôà G, òî G íàçûâàåòñÿ H-áåçìèíîðíûì.
Ñêàæåì, èç êðèòåðèÿ Âàãíåðà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ïëàíàðíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ
êàê K5-áåçìèíîðíûì, òàê è K3;3-áåçìèíîðíûì.
Íàì òàêæå ïîíàäîáèòüñÿ ïîíÿòèå äðåâåñíîé äåêîìïîçèöèè ãðàôà. Äðåâåñíàÿ

øèðèíà ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ãðàôîâ ïðè èññëåäîâàíèè
ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ ëþáîé
íàïåðåä çàäàííîé êîíñòàíòû íåêîòîðûå çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû â
êëàññå ãðàôîâ, ó êîòîðûõ äðåâåñíàÿ øèðèíà îãðàíè÷åíà ýòîé êîíñòàíòîé (ìíîãî
èíôîðìàöèè ïî ýòîìó ïîâîäó ìîæíî íàéòè â [24]).
Äðåâåñíûì ðàçëîæåíèåì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïàðà (T;W ), ãäå T � äåðåâî,
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W � 2V (G) è ñ êàæäîé âåðøèíîé v äåðåâà T ñâÿçàí ýëåìåíò Wv ìíîæåñòâà W
òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1). V (G) = S

v2V (T )
Wv.

2). Äëÿ êàæäîãî ðåáðà (a; b) 2 E(G) ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ âåðøèíà v äåðåâà
T , ÷òî a è b ïðèíàäëåæàò Wv.

3). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû a 2 V (G) ìíîæåñòâî fv 2 V (T ) : a 2 Wvg îáðàçóåò
ñâÿçíîå ïîääåðåâî â äåðåâå T .

Øèðèíîé äðåâåñíîãî ðàçëîæåíèÿ (T;W ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà tw(T;W ) =
maxv2V (T )(jWvj � 1) è äðåâåñíîé øèðèíîé ãðàôà G íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
tw(G) = min(tw(T;W )), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì äðåâåñíûì
ðàçëîæåíèÿì (T;W ) ãðàôà G.

Ðèñ. 4.3: Ãðàô è åãî äðåâåñíîå ðàçëîæåíèå øèðèíû 2
Â [23] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 11. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî àïåêñíîãî ãðàôà H è ëþáûõ
ôèêñèðîâàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k; s; d ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
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÷èñëî N = N(H; k; s; d), ÷òî äëÿ ëþáîãî H-áåçìèíîðíîãî ãðàôà G äðåâåñíîé
øèðèíû íå ìåíåå ÷åì N è ëþáîãî åãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí S
(jSj � s) ãðàô G ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë C, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè äâóìÿ
ñâîéñòâàìè:
� êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G íå ñìåæíà ñ íåêîòîðûìè k ïîñëåäîâàòåëüíûìè
âåðøèíàìè öèêëà C.

� ðàññòîÿíèå ìåæäó S è C (ò.å. íàèìåíüøåå ñðåäè ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé
ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò S, à äðóãàÿ C)
íå ìåíåå ÷åì d.

4.3.3 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
Ðàçäåëÿþùàÿ êëèêà ãðàôà � ìíîæåñòâî âåðøèí, ïîðîæäàþùåå ïîëíûé

ïîäãðàô, óäàëåíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ÍÌ äëÿ ãðàôîâ èç íàñëåäñòâåííîãî êëàññà
X ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèìà ê òîé æå çàäà÷å äëÿ ãðàôîâ èç X, íå ñîäåðæàùèõ
ðàçäåëÿþùèõ êëèê.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî k � 3 çàäà÷à ÍÌ â êëàññå
Planar \ Free(fAk; Ak+1; : : :g) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G 2 Planar \ Free(fAk; Ak+1; : : :g). Íå
óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìûì è íå
ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê. Åñëè G 2 Free(fS11g), òî èç ëåììû 10 ñëåäóåò,
÷òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò 1935. Èçâåñòíî [43], ÷òî
äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ d è k êëàññ ãðàôîâ Deg(d) \ Free(fAk; Ak+1; : : :g)
ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-ïðîñòûì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò
ïîðîæäåííûé ïîäãðàô S11. Âåðøèíó ñòåïåíè 11 ýòîãî ïîäãðàôà îáîçíà÷èì
÷åðåç a, âåðøèíû ñòåïåíè 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç b1; b2; : : : ; b11, à âåðøèíû ñòåïåíè
1 îáîçíà÷èì ÷åðåç c1; c2; : : : ; c11. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (b1; c1) 2 E(G); (b2; c2) 2
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E(G); : : : ; (b11; c11) 2 E(G).
Ïóñòü N = N(K5; 6k � 14; 23; [k2 ] + 3) � ÷èñëî, îïðåäåëåííîå â ëåììå 11.

Ïîêàæåì, ÷òî äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò N . Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âåðøèí çâåçäû S11. Òîãäà èç ëåììû 11
ñëåäóåò, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë C, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ äâà
ñëåäóþùèõ ñâîéñòâà:
� êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G íå ñìåæíà ñ íåêîòîðûìè 6k � 14
ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè öèêëà C.

� ðàññòîÿíèå ìåæäó S è C íå ìåíåå ÷åì [k2 ] + 3.
Öåíòðàëüíîå ìåñòî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6 çàíèìàåò óòâåðæäåíèå 1.

Óòâåðæäåíèå 1. Ãðàô G ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç
âåðøèíó a è íåêîòîðûå âåðøèíû öèêëà C.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ò.ê. G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, òî ýòîò
ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóñâÿçíûì. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò äâà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïî âåðøèíàì ïðîñòûõ ïóòè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó a ñ íåêîòîðûìè äâóìÿ
âåðøèíàìè öèêëà C. Ïóñòü P1 = (x1; x2; : : : ; xp) è P2 = (y1; y2; : : : ; yq) � äâà
ïðîñòûõ ïóòè, ãäå âåðøèíû x1 è y1 ñìåæíû ñ âåðøèíîé a, à âåðøèíû xp è yq
ñìåæíû c íåêîòîðûìè âåðøèíàìè èç C. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà
ïóòåé P1 è P2 ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè âåðøèí ïóòåé
P1 è P2 âåðøèíà a ñìåæíà òîëüêî ñ x1 è y1. Àíàëîãè÷íî, íè îäíà èç âåðøèí
ýòèõ ïóòåé, êðîìå xp è yq, íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí öèêëà C. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ.
Â ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ 2 ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé

ïðîâåðêîé.

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáàÿ èç âåðøèí ãðàôà G ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ 4
âåðøèíàìè öèêëà C. Áîëåå òîãî, åñëè âåðøèíà v ãðàôà G ñìåæíà ðîâíî ñ
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2 âåðøèíàìè öèêëà C, òî ëèáî ýòè âåðøèíû ñòîÿò ïîñëåäîâàòåëüíî, ëèáî
ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ ðîâíî 1 âåðøèíà. Åñëè v ñìåæíà ðîâíî ñ 3 âåðøèíàìè
èç C, òî ýòè òðè âåðøèíû ñòîÿò ïîñëåäîâàòåëüíî. Åñëè v ñìåæíà ðîâíî ñ
4 âåðøèíàìè öèêëà C, òî ýòè âåðøèíû ìîæíî ðàçáèòü íà 2 ïàðû ñìåæíûõ
âåðøèí.

Óòâåðæäåíèå 3. Ìíîæåñòâî âåðøèí öèêëà C, êîòîðûå ñìåæíû ñ
âåðøèíîé xp, ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí. Ýòî æå âåðíî
è äëÿ âåðøèíû yq.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî âåðøèíà xp ñìåæíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ
âåðøèíàìè öèêëà C. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé ïóòü P 0, îáðàçîâàííûé
ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè öèêëà C, ñ êàæäîé èç êîòîðûõ âåðøèíà
xp íå ñìåæíà. Äàííûé ïóòü ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì 6k � 14 âåðøèí. Èç
ìàêñèìàëüíîñòè ïóòè P 0 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå âåðøèíû
u è v öèêëà C, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñìåæíà ñ âåðøèíîé xp è ñ îäíîé èç
êîíöåâûõ âåðøèí ïóòè P 0. Åñëè âåðøèíû u è v ÿâëÿþòñÿ íåñìåæíûìè, òî
äëÿ íåêîòîðîãî s � k ãðàô G ñîäåðæèò ïîðîæäåííûé âåðøèíàìè ïóòè P 0 è
âåðøèíàìè u; v; xp; xp�1 ïîäãðàô As. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, ïîýòîìó âåðøèíû
u è v ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè. Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé ÷àñòè
óòâåðæäåíèÿ 3. Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïî àíàëîãèè
ñ ïåðâîé. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 4. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà öèêëà C, êîòîðàÿ ñìåæíà òîëüêî
ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà fxp; yqg.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 3
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû u è v öèêëà
C, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñìåæíà ñ xp è yq. Ò.ê. ãðàô G ÿâëÿåòñÿ C-áëîêîì, òî
â ëþáîé ïëîñêîé óêëàäêå G îäíà èç âåðøèí ìíîæåñòâà fxp; yqg ðàñïîëîæåíà

42



âíóòðè öèêëà C, äðóãàÿ ñíàðóæè ýòîãî öèêëà. Íî òîãäà ñóùåñòâóþò äâà ïóòè,
ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó a ñ äâóìÿ âåðøèíàìè C, ñóììàðíàÿ äëèíà êîòîðûõ
ìåíüøå ñóììàðíîé äëèíû P1 è P2. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ëþáîå ðåáðî ãðàôà G, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó ïóòè P1 ñ âåðøèíîé ïóòè P2,
íàçîâåì (P1; P2)-õîðäîé.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè ãðàô G ñîäåðæèò (P1; P2)-õîðäû, òî (x1; y1) �
åäèíñòâåííàÿ (P1; P2)-õîðäà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü (xi; yj) � (P1; P2)-õîðäà, îòëè÷íàÿ îò (x1; y1),
äëÿ êîòîðîé âåëè÷èíà i + j ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ò.ê.
G íå ñîäåðæèò áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ ÿáëîê, òî xi ñìåæíà ñ yj�1 è yj ñìåæíà
ñ xi�1 (ñ÷èòàåì, ÷òî x0 = y0 = a). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî i > 1 è ÷òî j > 1.
Ðàññìîòðèì öèêë C 0, îáðàçîâàííûé âåðøèíàìè xi; xi+1; : : : ; xp; yj; yj+1; : : : ; yq
è ÷àñòüþ âåðøèí öèêëà C. Â ëþáîé ïëîñêîé óêëàäêå G îäíà èç âåðøèí
ìíîæåñòâà fxi�1; yj�1g ðàñïîëîæåíà âíóòðè öèêëà C 0, äðóãàÿ ñíàðóæè. Ýòî
íåâîçìîæíî, ò.ê. ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïóòåé P1 è P2 (ñì. óòâåðæäåíèå 4).
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1. Èç óòâåðæäåíèÿ 5 ñëåäóåò,
÷òî åñëè (x1; y1) íå ÿâëÿåòñÿ (P1; P2)-õîðäîé, òî æåëàåìûé öèêë îáðàçóåòñÿ
âåðøèíîé a, âåðøèíàìè ïóòåé P1 è P2, à òàêæå íå ìåíåå ÷åì 3k � 7
ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè öèêëà C. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (x1; y1) 2
E(G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç C 0 ïðîñòîé öèêë, îáðàçîâàííûé âåðøèíàìè ïóòåé P1; P2
è íåêîòîðûìè ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè öèêëà C, êîòîðûå îáðàçóþò
ïðîñòîé ïóòü P 0 äëèíû íå ìåíåå ÷åì 3k � 6.
Ò.ê. G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, òî ñðåäè âåðøèí b1; b2; : : : ; b11

ñóùåñòâóåò âåðøèíà z1, íå ñìåæíàÿ íè ñ x1, íè ñ y1. Ïîêàæåì, ÷òî z1 íå
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ñìåæíà íè ñ îäíîé âåðøèíîé öèêëà C 0. Ïîñêîëüêó ñóììàðíàÿ äëèíà ïóòåé
P1 è P2 ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ, òî âåðøèíà z1 íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç
âåðøèí ìíîæåñòâà fx3; x4; : : : ; xp; y3; y4; : : : ; yqg. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî z1 íå
ñìåæíà òàêæå íè ñ x2, íè c y2 (ââèäó òîãî, ÷òî ãðàô G íå ñîäåðæèò áîëüøèõ
ïîðîæäåííûõ ÿáëîê).
Ïîñêîëüêó ãðàô G íå ñîäåðæèò ðàçäåëÿþùèõ êëèê, òî â ãðàôå, ïîðîæäåííîì

ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G) n fa; x1; y1g, ñóùåñòâóåò ïóòü, îäíà èç êîíöåâûõ
âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ z1, à äðóãàÿ ñìåæíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé öèêëà
C 0. Ïóñòü P3 = (z1; z2; : : : ; zr) � êðàò÷àéøèé ñðåäè òàêèõ ïóòåé. Ïîíÿòíî,
÷òî r > 1. Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà zr íå ìîæåò áûòü ñìåæíà
ñ 5 âåðøèíàìè ïóòè P 0. Ïîýòîìó èç òîãî æå óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò íå ìåíåå ÷åì k � 3 ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí ïóòè P 0, íå ñìåæíûõ
ñ âåðøèíîé zr. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò k � 3 ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí öèêëà C 0,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ íå ñìåæíà ñ zr. Ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 3 ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí öèêëà C 0, êîòîðûå ñìåæíû ñ âåðøèíîé zr,
ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí. Àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 4
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèáî (zr; x1) 62 E(G), ëèáî (zr; y1) 62 E(G). Ïî àíàëîãèè
ñ óòâåðæäåíèåì 5 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåáðîì, èíöèäåíòíûì
âåðøèíå a è íåêîòîðîé âåðøèíå ïóòè P3, ìîæåò áûòü òîëüêî ðåáðî (a; z2). Òàêèì
îáðàçîì, ãðàô G èìååò ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé âåðøèíó a è íåêîòîðûå
âåðøèíû öèêëà C. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Âåðíåìñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü C� =
(a; v1; v2; : : : ; vs) � ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé âåðøèíó a è ÷àñòü âåðøèí
öèêëà C. Âåðøèíû öèêëà C�, ïðèíàäëåæàùèå öèêëó C, îáîçíà÷èì ÷åðåç
vi; vi+1; : : : ; vj. Ò.ê. ðàññòîÿíèå ìåæäó S è C íå ìåíåå ÷åì [k2 ] + 3, òî íè
îäíà èç âåðøèí b1; b2; : : : ; b11 íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà
fvi�[k2 ]; vi�[k2 ]+1; : : : ; v[k2 ]+jg. ßñíî, ÷òî ñðåäè âåðøèí b1; b2; : : : ; b11 íå ìåíåå äåâÿòè
âåðøèí íå ïðèíàäëåæàò öèêëó C�. Ñðåäè ýòèõ äåâÿòè âåðøèí íå ìåíåå ïÿòè
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íå ñìåæíû íè ñ v1, íè ñ vs (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèáî ðåáðî (vs; a), ëèáî
ðåáðî (a; v1) ïðèíàäëåæèò òðåì òðåóãîëüíèêàì, ïîýòîìó ãðàô G ñîäåðæèò
ðàçäåëÿþùóþ êëèêó). Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû
b1; b2; : : : ; b5 ïðèíàäëåæàò öèêëó C� è êàæäàÿ èç íèõ íå ñìåæíà íè ñ v1, íè ñ
vs. Ïîñêîëüêó ãðàô G íå ñîäåðæèò áîëüøèõ ïîðîæäåííûõ ÿáëîê, òî íè îäíà
èç âåðøèí b1; b2; : : : ; b5 íå ìîæåò áûòü ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà
fv3; v4; : : : ; vi�[k2 ]�1; v[k2 ]+j+1; v[k2 ]+j+2; : : : ; vs�2g. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì íè îäíà èç
ýòèõ ïÿòè âåðøèí íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ñìåæíà è ñ v2 è ñ vs�1 èëè
îäíîâðåìåííî íåñìåæíà íè ñ v2, íè ñ vs�1. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî âåðøèíà
v2, ëèáî âåðøèíà vs�1 ñìåæíà ñ òðåìÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïÿòè âåðøèí.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà v2 ñìåæíà ñ òðåìÿ òàêèìè âåðøèíàìè. Òîãäà â
ëþáîé ïëîñêîé óêëàäêå ãðàôà G ñðåäè äàííûõ òðåõ âåðøèí ñóùåñòâóþò òàêèå
âåðøèíû bi è bj, ÷òî âåðøèíà bj ëåæèò âíóòðè öèêëà (a; bi; v2; v1). Ðàññìîòðèì
2 âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:
1. (cj; v2) 62 E(G). Òîãäà âåðøèíû öèêëà C�, êðîìå v1, à òàêæå âåðøèíû bj è
cj îáðàçóþò áîëüøîå ïîðîæäåííîå ÿáëîêî.

2. (cj; v2) 2 E(G). Òîãäà âåðøèíû öèêëà C�, êðîìå v1, à òàêæå âåðøèíû bi è
cj îáðàçóþò áîëüøîå ïîðîæäåííîå ÿáëîêî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôà G íå ìåíåå ÷åì
N , ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó tw(G) < N . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k êëàññ Planar \ Free(fAk; Ak+1; : : :g) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-
ïðîñòûì. Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.

Âîïðîñû è çàäà÷è
1. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé çàäà÷è íà ãðàôàõ åñòü a). ãðàíè÷íûå êëàññû á).
ìèíèìàëüíûå ñëîæíûå êëàññû?

2. Äëÿ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ M îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè êëàññ Planar \
Free(M) ÄÌ-ïðîñòûì:
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� M = fC3; C4; P8g
� M = fK4; K1;4; T2;2;2g
� M = fB2; C3; C4; K6g
� M = fT2;2;2; K3g
� M = fC3; C4; C5; : : :g

3. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ Planar\Deg(3)\Free(fT2;2;2; C4; C5g) ÿâëÿåòñÿ ÍÌ-
ïðîñòûì.
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Ãëàâà 5

Çàäà÷è íà ãðàôàõ ñ êîíòèíóàëüíûì
ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ êëàññîâ

Èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ äëÿ òåõ èëè èíûõ çàäà÷
ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé èññëåäîâàòåëüñêîé ïðîáëåìîé. Íà íàñòîÿùåå âðåìÿ
èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ðîäà. Â òî æå âðåìÿ,
ñóùåñòâóþò çàäà÷è íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðûõ äî íåäàâíåãî âðåìåíè íå óäàâàëîñü
íàéòè íè îäíîãî ãðàíè÷íîãî êëàññà. Ê ÷èñëó ïîñëåäíèõ îòíîñèëèñü çàäà÷è
î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå, î âåðøèíîé 3-ðàñêðàñêå, è ò.ï. Òåì íå ìåíåå, åñëè
ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî ïðîáëåìó âûÿâëåíèÿ, òî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î
ìíîæåñòâå ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ òàêèõ çàäà÷ óäàâàëîñü ïîëó÷èòü. Òàê, â
ðàáîòå [21] ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î ìîùíîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà äëÿ íåêîòîðûõ
çàäà÷ íà ãðàôàõ.
Êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé

õàðàêòåðèñòèêîé. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð çàäà÷è � ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó ñëîæíîñòè îïèñàíèÿ âñåõ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ �-
ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íè äëÿ îäíîé çàäà÷è íå áûëà
èçâåñòíà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿëîñü
öåëåñîîáðàçíûì ïîëó÷åíèå èìåííî îöåíîê ýòîé âåëè÷èíû.
Ïåðâóþ íèæíþþ îöåíêó ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ êëàññîâ äëÿ ëþáîé

NP-ïîëíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ äîñòàâëÿåò òà æå òåîðåìà 3. Èç ýòîé òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òàêîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ãðàíè÷íûé êëàññ.
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Äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷ äàííàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü óñèëåíà. Òàê, â
ðàáîòå [21] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è î ãàìèëüòîíîâîì öèêëå ñóùåñòâóåò íå
ìåíåå 5 ãðàíè÷íûõ êëàññîâ. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ çàäà÷è
î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå [21]. Ïðè ýòîì íè îäíîãî êîíêðåòíîãî ãðàíè÷íîãî
êëàññà äëÿ íèõ íàéäåíî íå áûëî. Äàííûå îöåíêè ïîñëóæèëè îñíîâàíèåì
äëÿ âûäâèæåíèÿ ãèïîòåçû î ñóùåñòâîâàíèè çàäà÷è íà ãðàôàõ, äëÿ êîòîðîé
ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì [21].
Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

Èìåííî, äëÿ çàäà÷è î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå (äàëåå, ïðîñòî çàäà÷è 3-ÂÐ) è
äëÿ çàäà÷è î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå (äàëåå, ïðîñòî çàäà÷è 3-ÐÐ) óêàçûâàþòñÿ
êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ.

5.1 Çàäà÷à î âåðøèííîé 3-ðàñêðàñêå
Ââåäåì ïîíÿòèå çàìåíû ðåáðà ãðàôîì G, ñîäåðæàùèì ðîâíî 2 âåðøèíû

ñòåïåíè 2.Îïåðàöèÿ çàìåíû ðåáðà e = (a; b) íåêîòîðîãî ãðàôà ãðàôîìG ñîñòîèò
â óäàëåíèè ýòîãî ðåáðà c ïîñëåäóþùèì îòîæäåñòâëåíèåì âåðøèíû a ñ îäíîé
âåðøèíîé ñòåïåíè 2 ãðàôà G è âåðøèíû b ñ äðóãîé âåðøèíîé ñòåïåíè 2 ãðàôà
G. Ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàôG ñîäåðæèò àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé âåðøèíû ñòåïåíè
2 äðóã â äðóãà, ïîýòîìó ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô íå çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ èìåííî
âåðøèíà ñòåïåíè 2 ãðàôà G îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âåðøèíîé a.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Diamond ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà K4 óäàëåíèåì

ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà. Ïóñòü Fan � ãðàô, ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì îäíîé
âåðøèíû ê ãðàôó P5 è âñåõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ýòó âåðøèíó ñ âåðøèíàìè
äàííîãî ïóòè, Tank � ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ãðàôà 2K3 äîáàâëåíèåì äâóõ ðåáåð,
íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí. Ãðàôû Diamond, Fan è Tank èçîáðàæåíû íà
ðèñóíêå 5.1.

48



Ðèñ. 5.1: Ãðàôû Diamond, Fan è Òank
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � = f�1; �2; : : : ; �kg íàçîâåì

�-ãèðëÿíäîé ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ïðîñòîãî ïóòè P2k+1 çàìåíîé êàæäîãî åãî
ðåáðà. Äëÿ ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; kg i-å è (2k + 1 � i)-å ðåáðà ýòîãî ïóòè
çàìåíÿþòñÿ ãðàôîì Diamond, åñëè �i = 0, èëè ãðàôîì Fan, åñëè �i = 1.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñòðîåíèå �-ãèðëÿíä íà ïðèìåðå äâóõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �1 = f0; 0; 0; 0; : : : ; 0; 0g è �2 = f1; 0; 0; : : : ; 0; 0g.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ãèðëÿíäû èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 5.2 è 5.3.

Ðèñ. 5.2: �1-ãèðëÿíäà

Ðèñ. 5.3: �2-ãèðëÿíäà
Ââåäåì ïîíÿòèå �-ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðøèíû. Ïóñòü îêðåñòíîñòü âåðøèíû v

íåêîòîðîãî ãðàôà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ âåðøèí x1; x2; y1; y2, ïðè÷åì ïîðîæäåííûé
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ýòèìè ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè ïîäãðàô ñîäåðæèò ðîâíî äâà ðåáðà (x1; x2) è
(y1; y2). Ïðèìåíåíèå �-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âåðøèíå v ñîñòîèò â òîì, ÷òî:
1. Âåðøèíó v çàìåíÿåì íà äâå âåðøèíû v1 è v2. Âåðøèíó v1 ñîåäèíÿåì ðåáðàìè
ñ âåðøèíàìè x1; x2, à âåðøèíó v2 c âåðøèíàìè y1; y2.

2. Âåðøèíó v1 îòîæäåñòâëÿåì ñ îäíîé âåðøèíîé ñòåïåíè 2 �-ãèðëÿíäû, a
âåðøèíó v2 îòîæäåñòâëÿåì ñ äðóãîé òàêîé âåðøèíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî 4-ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ (ò.å. ãðàôîâ, ñòåïåíè
âñåõ âåðøèí êîòîðûõ ðàâíû 4) êëàññà Free(K1;3; K4; Diamond). Ïóñòü G 2 K.
ßñíî, ÷òî îêðåñòíîñòü ëþáîé âåðøèíû v ýòîãî ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô
2K2. �V -ïðåîáðàçîâàíèåì ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå �-
ïðåîáðàçîâàíèÿ êî âñåì âåðøèíàì, îêðåñòíîñòè êîòîðûõ èçîìîðôíû ãðàôó 2K2
è êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â ïîðîæäåííîì ïîäãðàôå Diamond. Çàìåòèì, ÷òî
â ïîëó÷èâøåìñÿ ãðàôå íåò âåðøèí, îêðåñòíîñòü êîòîðûõ ïîðîæäàåò ïîäãðàô
2K2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G�V ãðàô, ïîëó÷àåìûé �V -ïðåîáðàçîâàíèåì èç ãðàôà G.
Âñå ìíîæåñòâî òàêèì îáðàçîì ñôîðìèðîâàííûõ ãðàôîâ èç ãðàôîâ êëàññà K
îáîçíà÷èì ÷åðåç K�.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 12. Ãðàô G 2 K ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �
ãðàô G�V ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî 3-ðàñêðàøèâàåìûì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ÷åðåç D� áóäåì
îáîçíà÷àòü ãðàô, ïîëó÷àåìûé îòîæäåñòâëåíèÿìè òðåõ âåðøèí ñòåïåíè 2,
ïðèíàäëåæàùèõ òðåì êîïèÿì �-ãèðëÿíäû, ñ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè
òðåóãîëüíèêà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
� = f�1; �2; : : :g ÷åðåç D� îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà
ñâÿçíîñòè êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò íàñëåäñòâåííîìó çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà
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ãðàôîâ 1S
k=1fD�(k)g, ãäå �(k) = f�1; �2; : : : ; �kg.

Ëåììà 13. Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññ
D� ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ïðåäåëüíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èçâåñòíî [38], ÷òî çàäà÷à 3-ÂÐ äëÿ ãðàôîâ êëàññà
K ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Îòñþäà è èç ëåììû 12 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
i ýòà çàäà÷à NP-ïîëíà â êëàññå K�(i). Ïîýòîìó ïðè ëþáîì s êëàññ Xs
� íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà 1S

j=sK�(j) ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ñëîæíûì.
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà D� = 1T

j=1Xj.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G 2 D� ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n

è k, ÷òî äëÿ ëþáîãî j � k ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà
nD�(j). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ n; k; s ãðàô nD�(k) ïðèíàäëåæèò êëàññó Xs
(ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì s êëàññ Xs ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì). Òàêèì îáðàçîì,
ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 D� ïðèíàäëåæèò êëàññó 1T

j=1Xj. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå D� �

1T
j=1Xj.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô G 2 1T
j=1Xj. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ

áåñêîíå÷íàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fjdg, ÷òî äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî d ãðàô G ïðèíàäëåæèò íàñëåäñòâåííîìó çàìûêàíèþ
ìíîæåñòâà ãðàôîâ K�(jd). Îòñþäà, ïîëîæèâ d = jV (G)j + 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî
äëÿ íåêîòîðûõ n è k < d ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà
nD�(k). Òàêèì îáðàçîì, ãðàô G ïðèíàäëåæèò êëàññó D�. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå D� �

1T
j=1Xj. Ëåììà 13 äîêàçàíà.

Ïóñòü X � íåêîòîðûé íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ, òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç
X(3) ìíîæåñòâî ãðàôîâ êëàññà X, ñîäåðæàùèõ òîëüêî âåðøèíû ñòåïåíè íå
ìåíåå ÷åì k.
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Ëåììà 14. Åñëè êëàññ X ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ñëîæíûì, òî íàñëåäñòâåííîå
çàìûêàíèå êëàññà X(3) ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ñëîæíûì êëàññîì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G 2 X è G ñîäåðæèò âåðøèíó v ñòåïåíè
íå áîëåå ÷åì 2, G0 � ãðàô, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G) n fvg.
Î÷åâèäíî, ãðàô G ÿâëÿåòñÿ âåðøèííî 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ãðàô G0. Ëåììà 14 äîêàçàíà.

Ëåììà 15. Ïóñòü B � 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ è ãðàô G1 2 B ñîäåðæèò
âåðøèíó x ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô G2 2 B,
÷òî G1 ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G2, à âåðøèíà x â ãðàôå G2
èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ 3.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ò.ê. B � 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ, òî ñóùåñòâóþò òàêèå
íàñëåäñòâåííûå 3-ÂÐ-ñëîæíûå êëàññû B1 � B2 � : : :, ÷òî 1T

i=1Bi = B. Ïóñòü
B0i � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà B(3)i . ßñíî, ÷òî B01 � B02 � : : : è ÷òî
ïðè ëþáîì i êëàññ B0i ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ñëîæíûì. Ïîýòîìó, åñëè B0 = 1T

i=1B
0i, òî

êëàññ B0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ çàäà÷è 3-ÂÐ. Ò.ê. B0i � Bi äëÿ ëþáîãî i, òî
B0 � B, íî B � ìèíèìàëüíûé 3-ÂÐ-ïðåäåëüíûé êëàññ, ïîýòîìó B0 = B.
Ò.ê. G1 2 B, òî G1 2 B0. Òîãäà G1 2 B01; G1 2 B02; : : :. Ïî ïîñòðîåíèþ

êëàññà B0i äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô Gi2 2 B0i, ÷òî G1 ïîðîæäåí
â Gi2, à âåðøèíà x èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ k. Ïóñòü ãðàô Gi2 ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøèì ñ ýòèì ñâîéñòâîì, òîãäà jV (Gi2)j � jV (G1)j < k + 1. Ïóñòü
M = fG12; G22; : : :g. Î÷åâèäíî, M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
ãðàô G2, ïðèíàäëåæàùèé B0s äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé s. Îòñþäà è èç
âêëþ÷åíèÿ B01 � B02 � : : : ñëåäóåò, ÷òî G2 2 B0i äëÿ ëþáîãî i, ò.å. G2 2 B.
Ëåììà 15 äîêàçàíà.
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Ëåììà 16. Ïóñòü G 2 Free(fK1;sg) � ïðîèçâîëüíûé âåðøèííî 3-
ðàñêðàøèâàåìûé ãðàô. Òîãäà G 2 Deg(2s� 2).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðàôà G.
Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü ýòîé âåðøèíû è ëþáóþ âåðøèííóþ 3-ðàñêðàñêó ãðàôà
G. Ïîíÿòíî, ÷òî ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî öâåòíîãî êëàññà è îêðåñòíîñòè
âåðøèíû x íå ïðåâîñõîäèò s� 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî deg(x) � 2(s� 1). Ëåììà
16 äîêàçàíà.

Ëåììà 17. Äëÿ ëþáîãî 3-ÂÐ-ãðàíè÷íîãî êëàññà B ëèáî B � T, ëèáî B � D,
ëèáî B � fK1;s; s 2 f1; 2; : : :gg.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ
íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë s; p; q; i; j ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå B �
Free(fK1;s; pTi;i;i; qDj;j;jg) (ãðàô Dj;j;j � ðåáåðíûé ãðàô ê ãðàôó Tj+1;j+1;j+1).
Ïóñòü B1 � B2 � : : : � ïðîèçâîëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
3-BÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Ò.ê. B � Free(fK1;s; pTi;i;i; qDj;j;jg), òî
ñóùåñòâóåò òàêîå r�, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > r� ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
Br � Free(fK1;s; pTi;i;i; qDj;j;jg). Äëÿ ëþáîãî r ðàññìîòðèì êëàññ ãðàôîâ
B0r = Br \Deg(2s� 2). Èç ëåììû 16 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì r > r� âñå ãðàôû
èç Br n B0r íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèííî k-ðàñêðàøèâàåìûìè. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì
r > r� çàäà÷à k-ÂÐ â êëàññå ãðàôîâ Br ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòà òîé æå
çàäà÷å â êëàññå B0r.
Èçâåñòíî [24], ÷òî äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë d è t êëàññ

fGj tw(G) � t; 8x 2 V (G) : deg(x) � dg ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ïðîñòûì. Èçâåñòíî
òàêæå [21], ÷òî äëÿ ëþáûõ G1 2 T; G2 2 D è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k
äðåâåñíàÿ øèðèíà ãðàôîâ èç Deg(k) \ Free(fG1; G2g) îãðàíè÷åíà ñâåðõó
÷èñëîì N 0 = N 0(k;G1; G2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì r > r� êëàññ B0r
ÿâëÿåòñÿ 3-BÐ-ïðîñòûì. Çíà÷èò, ïðè ëþáîì r > r� êëàññ Br ÿâëÿåòñÿ 3-BÐ-
ïðîñòûì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ãðàíè÷íîñòüþ êëàññà B. Òàêèì îáðàçîì,
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ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî. Ëåììà 17 äîêàçàíà.

Ëåììà 18. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � è íåêîòîðîãî 3-ÂÐ-ãðàíè÷íîãî êëàññà B âûïîëíÿåòñÿ
âêëþ÷åíèå B � D�, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîãî k ãðàô kD1;1;1 ïðèíàäëåæèò êëàññó
B. Òîãäà êëàññ B ñîäåðæèò íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà 1S

i=1fkD�(i)g.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i ãðàô
kD�(i) íå ïðèíàäëåæèò êëàññó B. Ðàññìîòðèì ãðàô G 2 B � ìàêñèìàëüíûé
ïî âêëþ÷åíèþ ïîðîæäåííûé ïîäãðàô ãðàôà kD�(i), ñîäåðæàùèé ïîðîæäåííûé
ïîäãðàô kD1;1;1. Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô G îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò âåðøèíó x
ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì 2, êîòîðàÿ â ãðàôå kD�(i) èìååò ñòåïåíü íå ìåíåå ÷åì 3.
Òîãäà èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 15 ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå B ñóùåñòâóåò òàêîé
ãðàô G0, â êîòîðîì ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì
è deg(x) � 3. Ïîýòîìó ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî.
Ëåììà 18 äîêàçàíà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïîäðàçäåëà ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññ
D� ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå D� �
Free(fK1;4; T2;2;2g). Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 3-ÂÐ-ãðàíè÷íîãî
êëàññà B âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå B � D�, òî B + fK1;s; s 2 f1; 2; : : :gg è B + T.
Ïîýòîìó èç ëåììû 17 ñëåäóåò, ÷òî D � B, ò.å. ïðè ëþáîì k ãðàô kD1;1;1
ïðèíàäëåæèò êëàññó B. Òîãäà èç ëåììû 18 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì k êëàññ
B ñîäåðæèò íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà 1S

i=1fkD�(i)g. Ïîýòîìó D� � B.
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Òàêèì îáðàçîì, B = D�, ò.å. êëàññ D� ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûì. Òåîðåìà 7
äîêàçàíà.

ßñíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �1 è
�2 êëàññû D�1 è D�2 ðàçëè÷íû. Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâî � = fD� : � � áåñêîíå÷íàÿ áèíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüg
ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì ìíîæåñòâîì ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûõ
êëàññîâ ãðàôîâ. Ïîýòîìó è ñàìî ìíîæåñòâî âñåõ 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ
êîíòèíóàëüíî.

5.2 Çàäà÷à î ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå
Â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå áûëî óêàçàíî êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî

êîíêðåòíûõ êëàññîâ ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ 3-ÂÐ-ãðàíè÷íûì.
Äàííûé ïîäðàçäåë ïîñâÿùåí âûÿâëåíèþ òàêîãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷è î
ðåáåðíîé 3-ðàñêðàñêå. Äàííàÿ çàäà÷à äëÿ çàäàííîãî ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
îïðåäåëèòü, èìååò ëè ýòîò ãðàô ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ðåáåð â òðè öâåòà.
Ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ ýòîãî ìíîæåñòâà âî ìíîãîì ñõîæ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ðàññóæäåíèÿìè äëÿ çàäà÷è 3-ÂÐ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � äëèíû k íàçîâåì �-

ñâÿçêîé ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç ïðîñòîãî ïóòè P4k+2 çàìåíàìè åãî ðåáåð. Äëÿ
ëþáîãî i 2 f1; 2; : : : ; kg 2i-å è (4k + 2 � 2i)-å ðåáðà ýòîãî ïóòè çàìåíÿþòñÿ
ãðàôîì Diamond, åñëè �i = 0, èëè ãðàôîì Tank, åñëè �i = 1.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñòðîåíèå �-ñâÿçîê íà ïðèìåðå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

�1 = f0; 0; 0; 0; : : : ; 0; 0g è �2 = f1; 0; 0; 0; : : : ; 0; 0g. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçêè
èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ 5.4 è 5.5.
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Ðèñ. 5.4: �1-ñâÿçêà

Ðèñ. 5.5: �2-ñâÿçêà
�E-ïðåîáðàçîâàíèåì ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ çàìåíû êàæäîãî ðåáðà ýòîãî

ãðàôà �-ñâÿçêîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G�E ãðàô, ïîëó÷àåìûé �E-ïðåîáðàçîâàíèåì
èç ãðàôà G. Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 19. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ãðàô G�E
ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô G
ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî 3-ðàñêðàøèâàåìûì.

Ââåäåì ïîíÿòèå 4-ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðøèíû. Ïóñòü îêðåñòíîñòü âåðøèíû
x íåêîòîðîãî ãðàôà ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òðåõ ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí
y1; y2; y3. Ïðèìåíåíèå 4-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âåðøèíå x ñîñòîèò â òîì, ÷òî:
1. Âåðøèíà x çàìåíÿåòñÿ íà òðè ïîïàðíî ñìåæíûå âåðøèíû x1, x2 è x3.
2. Äîáàâëÿþòñÿ ðåáðà (x1; y1); (x2; y2); (x3; y3).
Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé ãðàô êëàññà Deg(3). 4-ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôà

G ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè 4-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âåðøèíàì,
îêðåñòíîñòü êîòîðûõ ïîðîæäàåò ïîäãðàô K3. ßñíî, ÷òî ãðàô, ïîëó÷åííûé â
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ðåçóëüòàòå 4-ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôà G, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Îáîçíà÷èì
ýòîò ãðàô ÷åðåç (G)4. ×åðåç (X)4 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ïîëó÷àåìûõ
â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ 4-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ãðàôàì èç X � Deg(3).
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 20. Ãðàô G 2 Deg(3) ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî 3-ðàñêðàøèâàåìûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ãðàô (G)4.

×åðåç Z� îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðèìåíåíèåì �E-
ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ãðàôàì êëàññà Deg(3). ×åðåç T 0� áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàô,
ïîëó÷àåìûé ïðèìåíåíèåì �E-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ãðàôó T1;1;1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
D0� ãðàô (T 0�)4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷íîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �
÷åðåç T0� îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãðàôîâ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðûõ
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó 1S

k=1fT
0

�(k)g, à ÷åðåç D0� îáîçíà÷èì êëàññ ãðàôîâ (T0�)4.

Ëåììà 21. Äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êëàññû
T0� è D0� ÿâëÿþòñÿ 3-ÐÐ-ïðåäåëüíûìè.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ Deg(3) \ Free(fC3g) ÿâëÿåòñÿ
3-ÐÐ-ñëîæíûì [35]. Îòñþäà è èç ëåììû 20 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k
íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà Z�(k) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì êëàññîì. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè ëþáîì k êëàññ Xk � îáúåäèíåíèå ïî j îò k äî1 íàñëåäñòâåííûõ
çàìûêàíèé Z�(j) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì. Ïî àíàëîãèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ðàññóæäåíèÿìè ëåììû 13 ìîæíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà T0� =
1T
j=1Xj. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êëàññ T0� � 3-ÐÐ-ïðåäåëüíûé.
Èç ïðîäåëàííûõ ðàññóæäåíèé è ëåììû 19 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì k êëàññ

Yk � ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ 4-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íàñëåäñòâåííîìó çàìûêàíèþ
êëàññà Z�(k) ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k êëàññ
X0k = 1S

j=kYj òàêæå ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì. 3-ÐÐ-ïðåäåëüíîñòü êëàññà D0�
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ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà D0� = 1T
j=1X

0j, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâåíñòâà èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà. Ëåììà 21
äîêàçàíà.

Âåðøèíó x íåêîòîðîãî ãðàôà G íàçîâåì 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
� deg(x) � 1;
� deg(x) = 2 è ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà y ãðàôà G, ÷òî deg(y) � 2 è (x; y) 2
E(G);

� deg(x) = 2 è x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ïîðîæäåííîìó ïîäãðàôóDiamond
ãðàôà G;

� deg(x) = 2 è x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ïîðîæäåííîìó ïîäãðàôó Tank
ãðàôà G.

Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðàôîâ. ×åðåç Xa îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
ãðàôîâ êëàññà X \Deg(3), íå ñîäåðæàùèõ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìûõ âåðøèí.

Ëåììà 22. Åñëè êëàññ X ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì, òî íàñëåäñòâåííîå
çàìûêàíèå êëàññà Xa òîæå ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ñëîæíûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî íè îäèí èç ãðàôîâ êëàññà X n Deg(3)
íå ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî 3-ðàñêðàøèâàåìûì. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà
àíàëîãè÷íà äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 14. Ëåììà 22 äîêàçàíà.

Ëåììà 23. Ïóñòü B � 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ è ãðàô G1 2 B ñîäåðæèò
3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìóþ âåðøèíó x. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô G2 2 B, ÷òî
G1 ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G2, à âåðøèíà x â ãðàôå G2 íå
ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé.

58



ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ò.ê. B � 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ, òî ñóùåñòâóþò
òàêèå 3-ÐÐ-ñëîæíûå êëàññû B1 � B2 � : : :, ÷òî 1T

i=1Bi = B. Ïóñòü
B0i � íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà Bai . Àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì
ðàññóæäåíèÿì ëåììû 15 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî B0 = 1T

i=1B
0i = B.

Ïóñòü G1 � òàêîé ãðàô êëàññàB, ÷òî â íåì ñóùåñòâóåò 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìàÿ
âåðøèíà x. Òîãäà G1 2 B01, G1 2 B02, : : :. Ïî ïîñòðîåíèþ êëàññà B0i äëÿ ëþáîãî
i ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô G0i 2 B0i, ÷òî G1 ïîðîæäåí â G0i è âåðøèíà x â G0i íå
ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ñëó÷àè:
1. Â ãðàôå G0i âåðøèíà x èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ 3. Òîãäà ðàññìîòðèì ãðàô
G00i , ïîëó÷àåìûé èç G0i óäàëåíèåì âñåõ âåðøèí, íå ïðèíàäëåæàùèõ G1 è
îòñòîÿùèõ îò x íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå ÷åì 2. Ïîíÿòíî, ÷òî âåðøèíà x â
ãðàôå G00i íå ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé è ÷òî jV (G00i )j � jV (G1)j � 3.

2. Â ãðàôå G0i âåðøèíà x èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ 2. Ïîñêîëüêó âåðøèíà x â
ãðàôåG0i íå ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé, òî x íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó
ïîðîæäåííîìó ïîäãðàôóK4�e ãðàôàG0i. Ðàññìîòðèì ãðàôG00i , ïîëó÷àåìûé
èç G0i óäàëåíèåì âñåõ âåðøèí, íå ïðèíàäëåæàùèõ G1 è îòñòîÿùèõ îò x íà
ðàññòîÿíèè íå ìåíåå ÷åì 3. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âåðøèíà x â ãðàôå G00i íå
ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-àííèãèëèðóåìîé è ÷òî jV (G00i )j � jV (G1)j < 7.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò òàêîé ãðàô Gi2 2 B0i, ÷òî G1
ïîðîæäåí â Gi2, jV (Gi2)j � jV (G1)j < 7 è âåðøèíà x â Gi2 íå ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-
àííèãèëèðóåìîé. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé
15. Ëåììà 23 äîêàçàíà.

Ëåììà 24. Ëþáîé 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûé êëàññ ñîäåðæèò ëèáî êëàññ T, ëèáî
êëàññ D.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü B1 � B2 � : : : �
ïðîèçâîëüíàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê 3-ÐÐ-ãðàíè÷íîìó êëàñó B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç 3-ÐÐ-ñëîæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Ïîñêîëüêó íè îäèí èç ãðàôîâ êëàññà
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Deg(4) nDeg(3) çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî k-ðàñêðàøèâàåìûì, òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ëþáîì i âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Bi � Deg(3). Äàëüíåéøèå
ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì ëåììû 16 è èñïîëüçóþò òîò ôàêò, ÷òî
äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ ÷èñåë d è t êëàññ fGj tw(G) � t; 8x 2 V (G) : deg(x) � dg
ÿâëÿåòñÿ 3-ÐÐ-ïðîñòûì [24]. Ëåììà 24 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ ëåìì ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 18 è èñïîëüçóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 23.

Ëåììà 25. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � è íåêîòîðîãî 3-ÐÐ-ãðàíè÷íîãî êëàññà B âûïîëíÿåòñÿ
âêëþ÷åíèå B � T0�, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîãî k ãðàô kT1;1;1 ïðèíàäëåæèò êëàññó
B. Òîãäà íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà 1S

i=1fkT
0

�(i)g ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì
êëàññà B.

Ëåììà 26. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � è íåêîòîðîãî 3-ÐÐ-ãðàíè÷íîãî êëàññà B âûïîëíÿåòñÿ
âêëþ÷åíèå B � D0�, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîãî k ãðàô kD1;1;1 ïðèíàäëåæèò êëàññó
B. Òîãäà íàñëåäñòâåííîå çàìûêàíèå êëàññà 1S

i=1fkD
0

�(i)g ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì
êëàññà B.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïîäðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 8.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷íîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
� êëàññ T0� è êëàññ D0� ÿâëÿþòñÿ 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûìè.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ T0� �
Free(fD1;1;1g) è D0� � Free(fT1;1;1g). Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ
àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì òåîðåìû 7 è èñïîëüçóåò ëåììû 25 è 26. Òåîðåìà 8
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äîêàçàíà.

ßñíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �1 è �2
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ T0�1 6= T0�2 è D0�1 6= D0�2. Îòñþäà è èç òåîðåìû 8 ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâà �2 = fT0� : � � áåñêîíå÷íàÿ áèíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüg
è �3 = fD0� : � � áåñêîíå÷íàÿ áèíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüg ÿâëÿþòñÿ
êîíòèíóàëüíûìè ìíîæåñòâàìè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ
ãðàôîâ. Ïîýòîìó è ñàìî ìíîæåñòâî âñåõ 3-ÐÐ-ãðàíè÷íûõ êëàññîâ êîíòèíóàëüíî.

Âîïðîñû è çàäà÷è
1. Ïðèâåñòè ïðèìåð êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà çàäà÷ íà ãðàôàõ, äëÿ êàæäîé
èç êîòîðûõ ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ êëàññîâ èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
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