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1. Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

ãäå aij, bi ∈ K; i = 1, . . .m, j = 1, . . . n; K � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Ðåøåíèåì ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÑËÓ) íàçûâàåòñÿ ñòðîêà n ýëåìåíòîâ ïîëÿ K (k1, . . . , kn),
kj ∈ K, òàêàÿ, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â i-å óðàâíåíèå, 1 ≤ i ≤ m, k1 âìåñòî x1,
k2 âìåñòî x2,. . . , kn âìåñòî xn ïîëó÷àåì bi (ñâîáîäíûé ÷ëåí i-ãî óðàâíåíèÿ), ò.å.∑n

j=1 aijkj = bi. Òàêèì îáðàçîì, ñòðîêà (k1, . . . , kn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, åñëè çíà-
÷åíèÿ k1, . . . , kn ñîîòâåòñòâåííî äëÿ x1, . . . , xn óäîâëåòâîðÿþò âñåì m óðàâíåíèÿì
ñèñòåìû.

×åðåç X îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé ÑËÓ è çàìåòèì, ÷òî X ⊆ Kn

(ò.å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â ìíîæåñòâå Kn âñåõ
ñòðîê äëèíû n ýëåìåíòîâ èç ïîëÿ K). Åñëè X 6= ∅ (ò.å. ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå), òî
ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé. Íàïðèìåð, îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé (ÎÑËÓ) âñåãäà èìååò íóëåâîå ðåøåíèå, (0, . . . , 0) ∈ X ⊆ Kn. Åñëè ñèñòåìà
èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå (|X| = 1), òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííîé. Åñ-
ëè |X| > 1, òî ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííîé. Îñíîâíàÿ çàäà÷à
èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè (íàõîæäåíèè)
ìíîæåñòâà ðåøåíèé X ⊆ Kn (â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèÿ, ê êàêîìó òèïó ïðèíàäëå-
æèò ñèñòåìà: íåñîâìåñòíàÿ, îïðåäåë¼ííàÿ, íåîïðåäåë¼ííàÿ). Äâå ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé îò îäíîãî íàáîðà x1, . . . , xn íåèçâåñòíûõ è ñîîòâåòñòâåííî èç m è
p óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé XI è XII

ñîâïàäàþò (ò.å. ïîäìíîæåñòâà XI è XII â Kn ñîâïàäàþò, XI = XII).
Ïëàí àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî Ãàóññîì, áûë âåñüìà ïðîñò:
1) ïðèìåíÿòü ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ,

íå ìåíÿþùèå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (òàêèì îáðàçîì ìû ñîõðàíÿåì ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé èñõîäíîé ñèñòåìû), è ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå, èìåþùåé ¾ïðîñòîé
âèä¿ (òàê íàçûâàåìóþ ñòóïåí÷àòóþ ôîðìó);

2) äëÿ ¾ïðîñòîãî âèäà¿ ñèñòåìû (ñî ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöåé) îïèñàòü ìíîæåñòâî
ðåøåíèé, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 1.1. (ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå 1-ãî òèïà)
Ïðè i 6= k ê i-ìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû ïðèáàâëÿåòñÿ k-å óðàâíåíèå, óìíîæåííîå

íà ÷èñëî c ∈ K (îáîçíà÷åíèå: (i)′ = (i) + c(k), ò.å. ëèøü îäíî i-å óðàâíåíèå (i)
çàìåíÿåòñÿ íà íîâîå óðàâíåíèå (i)′ = (i) + c(k)). Íîâîå i-å óðàâíåíèå èìååò âèä

(ai1 + cak1)x1 + . . .+ (ain + cakn)xn = bi + cbk.
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Îïðåäåëåíèå 1.2. (ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå 2-ãî òèïà)
Ïðè i 6= k i-å è k-å óðàâíåíèÿ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ íå

èçìåíÿþòñÿ (îáîçíà÷åíèå: (i)′ = (k), (k)′ = (i); äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòî îçíà÷àåò
ñëåäóþùåå: äëÿ j = 1, . . . , n èìååì a′ij = akj, b′i = bk, a′kj = aij, b′k = bi).

Äëÿ óäîáñòâà â êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèÿõ ìîæíî ïðèìåíÿòü ýëåìåíòàðíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå 3-ãî òèïà: i-å óðàâíåíèå óìíîæàåòñÿ íà íåíóëåâîå ÷èñëî 0 6= c ∈ K,
(i)′ = c(i). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.1. Ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàð-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé 1-ãî èëè 2-ãî òèïà ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåòñÿ
ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíàÿ ïåðâîíà÷àëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîä ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîíèìàåòñÿ
ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñî ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ, ò.å.:

1) âñå íóëåâûå ñòðîêè íàõîäÿòñÿ â ìàòðèöå íèæå íåíóëåâûõ ñòðîê;
2) åñëè (0, . . . , aik, . . . , ain), aik 6= 0 � ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â i-é ñòðîêå

(íàçûâàåìûé ëèäåðîì i-é ñòðîêè), òî ars = 0 äëÿ âñåõ i < r ≤ m, 1 ≤ s ≤ k
(ýëåìåíòû ars = 0 äëÿ âñåõ ìåñò (r, s), ðàñïîëîæåííûõ â ñòðî÷êàõ, íèæå i-é, è
â ñòîëáöàõ s = 1, 2, . . . , k). Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèäåð ñòðîêè ñ á�îëüøèì íîìåðîì
ñòîèò ñòðîãî ïðàâåå.

Íàïðèìåð, ìàòðèöà 1 1 2 1
0 0 1 0
0 0 0 0


èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä (âûäåëåíû ëèäåðû ñòðîê). Â òîæå âðåìÿ, ìàòðèöà1 1 0 1

0 0 0 1
0 1 0 0


íå ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé (ëèäåð òðåòüåé ñòðîêè íàõîäèòñÿ íå ñòðîãî ïðàâåå, ÷åì
ëèäåð âòîðîé ñòðîêè).

Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâî áûòü ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöåé àëãîðèòìè÷åñêè (ñ ïîìî-
ùüþ êîìïüþòåðà) ðàñïîçíàâàåìî.

Òåîðåìà 1.2. (àëãîðèòì Ãàóññà). Âñÿêóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé êîíå÷íûì
÷èñëîì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 1-ãî è 2-ãî òèïîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòó-
ïåí÷àòîìó âèäó (ò. å. ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöåé).

Ñëåäñòâèå 1.1. Êàæäóþ ìàòðèöó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê 1-ãî
è 2-ãî òèïà ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.
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Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âñåãäà ñîâìåñòíà
(íóëåâàÿ ñòðî÷êà (0, . . . , 0) ∈ Kn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû). Äàëåå, åñëè ÑËÓ
ñîäåðæèò óðàâíåíèå

0x1 + . . .+ 0xn = b 6= 0

(íàçîâ¼ì åãî ¾ýêçîòè÷åñêèì¿ óðàâíåíèåì), òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Ïî íåíóëå-
âîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn ðàçîáü¼ì íà äâå ãðóïïû: ãëàâíûå
xi1, xi2, . . . , xir, ¾ïðîõîäÿùèå¿ ÷åðåç óãîëêè ñòóïåíåê (èõ r øòóê), è ñâîáîäíûå �
âñå îñòàëüíûå n− r ïåðåìåííûõ (èõ ìîæåò è íå áûòü ñîâñåì ïðè r = n).

Òåîðåìà 1.3. (êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ÑËÓ ïî å¼ ñòóïåí÷àòîìó âèäó).
1) Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (aij|bi) èçm óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè x1, . . . xn

ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â å¼ ñòóïåí÷àòîì âèäå íåò ¾ýêçîòè÷å-
ñêèõ¿ óðàâíåíèé (ò.å. èëè r = m, èëè r < m è è ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû â
óðàâíåíèÿõ ñ r + 1-ãî ïî m-å ðàâíû íóëþ).

2) Äëÿ ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì ìîæíî ïðèäàâàòü ïðî-
èçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðè ýòîì ãëàâíûå íåèçâåñòíûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
(ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ), òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì âñå
ðåøåíèÿ ÑËÓ.

Òåîðåìà 1.4. (êðèòåðèé îïðåäåë¼ííîñòè ÑËÓ ïî å¼ ñòóïåí÷àòîìó âèäó).
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â å¼ ñòóïåí÷àòîì âèäå:
à) íåò ¾ýêçîòè÷åñêèõ¿ óðàâíåíèé (êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè);
á) r = n (ò.å. âñå íåèçâåñòíûå ãëàâíûå, äðóãèì ñëîâàìè � îòñóòñòâóþò

ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå).

Ñëåäñòâèå 1.2. Íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë K = R (è íàä ëþáûì áåñêî-
íå÷íûì ïîëåì) ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ðàâíî
0 (íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà), 1 (îïðåäåë¼ííàÿ ñèñòåìà) è ∞ (íåîïðåäåë¼ííàÿ ñè-
ñòåìà).

Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî íàä êîíå÷íûì ïîëåì Z2 = {0, 1} èç äâóõ ýëåìåíòîâ
ñèñòåìà x1 + x2 = 0 èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 1.1.

Ðåøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
x1 + 2x2 − x3 + x5 = 1

3x1 + 4x2 − x3 + 2x4 − x5 = 1

4x1 + 6x2 − 2x3 + 2x4 = 2

x1 + 2x2 − x3 + x4 + x5 = 0

6



Çàïèøåì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ (âêëþ÷àÿ ñâîáîäíûå):
1 2 −1 0 1 | 1
3 4 −1 2 −1 | 1
4 6 −2 2 0 | 2
1 2 −1 1 1 | 0


Êî âòîðîé ñòðîêå ïðèáàâèì ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà (−3). Ê òðåòüåé ñòðîêå ïðè-
áàâèì ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà (−4). Ê ÷åòâåðòîé ñòðîêå ïðèáàâèì ïåðâóþ, óìíî-
æåííóþ íà (−1). Ìàòðèöà ïðèìåò âèä:

1 2 −1 0 1 | 1
0 −2 2 2 −4 | −2
0 −2 2 2 −4 | −2
0 0 0 1 0 | −1


Èç òðåòüåé ñòðîêè âû÷òåì âòîðóþ, çàòåì ïîäåëèì âòîðóþ ñòðîêó íà (−2). Ìàòðèöà
ïðèìåò âèä: 

1 2 −1 0 1 | 1
0 1 −1 −1 2 | 1
0 0 0 0 0 | 0
0 0 0 1 0 | −1


Ïåðåñòàâèì òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ ñòðîêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó ñòóïåí÷à-
òîãî âèäà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ÑËÓ, ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé:

1 2 −1 0 1 | 1
0 1 −1 −1 2 | 1
0 0 0 1 0 | −1
0 0 0 0 0 | 0


Â ñòóïåí÷àòîì âèäå íåò ¾ýêçîòè÷åñêèõ¿ óðàâíåíèé, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ñîâ-
ìåñòíà. Ïî ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå âûïèøåì ÑËÓ è ðàçîáü¼ì ïåðåìåí-
íûå íà äâå ãðóïïû: ãëàâíûå x1, x2, x4, ¾ïðîõîäÿùèå¿ ÷åðåç óãîëêè ñòóïåíåê, è ñâî-
áîäíûå x3, x5. 

x1 + 2x2 − x3 + x5 = 1,

x2 − x3 − x4 + 2x5 = 1

x4 = −1

Âûðàçèì x1, x2, x4 ÷åðåç x3 è x5:
x1 = 1− x3 + 3x5

x2 = x3 − 2x5

x4 = −1

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåøåíèé èìååò âèä

X = {(1− x3 + 3x5, x3 − 2x5, x3,−1, x5)|x3, x5 ∈ R} .
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Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðèâåäèòå ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê äàííóþ ìàòðèöó
ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:

a)


1 −2 1 4
1 −2 −1 2
2 −4 1 7
6 −12 −3 15

 á)

1 2 −5 4 0
1 1 −3 3 1
2 1 −4 5 3

 â)

1 2 2 −7 0
1 2 1 −5 −1
2 4 1 −8 −3

 ã)

1 −1 2 2 5
1 −1 1 0 3
2 −2 1 −2 4


2. Ìàòðèöû â) è ã) ïðèâåäèòå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:
à) íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ äâà;
á) íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ òðè.

3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå è îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãàóññà:
à) 

2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6,

3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4,

9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2.

á) 
2x1 − 3x2 + 5x3 + 7x4 = 1,

4x1 − 6x2 + 2x3 + 3x4 = 2,

2x1 − 3x2 − 11x3 − 15x4 = 1.

â) 
3x1 − 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2,

7x1 − 4x2 + x3 + 3x4 = 5,

5x1 + 7x2 − 4x3 − 6x4 = 3.

ã) 
2x1 + 5x2 − 8x3 = 8,

4x1 + 3x2 − 9x3 = 9,

2x1 + 3x2 − 5x3 = 7,

x1 + 8x2 − 7x3 = 12.

ä) 
2x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2,

6x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3,

6x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 13x5 = 9,

4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1.
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å) 

8x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 21,

3x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 10,

4x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 8,

3x1 + 5x2 + x3 + x4 = 15,

7x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 18.

4. Èññëåäîâàòü ñèñòåìó è íàéòè îáùåå ðåøåíèå â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà λ:
à) 

5x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 = 3,

4x1 − 2x2 + 3x3 + 7x4 = 1,

8x1 − 6x2 − x3 − 5x4 = 9,

7x1 − 3x2 + 7x3 + 17x4 = λ.

á) 
3x1 + 2x2 + 5x3 + 4x4 = 3,

2x1 + 3x2 + 6x3 + 8x4 = 5,

x1 − 6x2 − 9x3 − 20x4 = −11,

4x1 + x2 + 4x3 + λx4 = 2.

5. Íàéòè âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Rn, ïåðåõîäÿùèå â âåêòîð b ∈ Rm ïðè
ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè Rn → Rm, çàäàííîì ìàòðèöåé A:

a)


3 2 −5
3 4 −9
5 2 −8
8 1 −7

, b =


7
9
8
12


á)

1 −3 −3 −14
2 −6 −3 −1
3 −9 −5 −6

, b =

 8
−5
−4



â)


1 1 3 −2 3
2 2 4 −1 3
3 3 5 −2 3
2 2 8 −3 9

, b =


1
2
1
2


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2. Ïîäñòàíîâêè

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîäñòàíîâêîé ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå ìíîæåñòâà M = {1, 2, . . . , n} íà ñåáÿ. Îòîáðàæåíèå ϕ : M → M ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå ϕ ⊆ M × M , ò.å. êàê íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå óäîáíî çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ϕ =

(
1 2 . . . n

ϕ(1) ϕ(2) . . . ϕ(n)

)
.

Â íèæíåé ñòðî÷êå (ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n)), ïîñêîëüêó ϕ � áèåêöèÿ, âñòðå÷àþòñÿ
âñå ýëåìåíòû i, 1 ≤ i ≤ n, ïðè ýòîì òîëüêî ïî îäíîìó ðàçó. Òàêèå ñòðî÷êè ýëåìåí-
òîâ (i1, . . . , in), 1 ≤ ij ≤ n, ãäå êàæäûé ýëåìåíò ij, 1 ≤ ij ≤ n âñòðå÷àåòñÿ îäèí è
òîëüêî îäèí ðàç, íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè ýëåìåíòîâ 1, 2, . . . , n.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà M = {1, 2, . . . , n} îáðàçóþò ãðóïïó
Sn îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé (èíîãäà íàçûâàåìîé ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïîé). Ïðè ýòîì â Sn äëÿ n ≥ 3 èìååì

(12)(13) = (132) 6= (123) = (13)(12),

ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Sn è ëþáàÿ ãðóïïà Sn ïðè n ≥ 3 íåêîììóòàòèâíû.
Ïóñòü 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n � ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîäñòàíîâêà ϕ ∈

Sn íàçûâàåòñÿ öèêëîì, åñëè ϕ(i1) = i2, ϕ(i2) = i3, . . . , ϕ(ik) = i1, à íà îñòàëüíûõ
÷èñëàõ ϕ äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî, ò.å. ϕ(j) = j. Öèêë ϕ îáîçíà÷àåòñÿ (i1, . . . , ik),
÷èñëî k íàçûâàåòñÿ äëèíîé öèêëà ϕ, ìíîæåñòâî {i1, . . . , ik} íàçûâàåòñÿ îðáèòîé
öèêëà ϕ. Äâà öèêëà íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ïåðåñå÷åíèå èõ îðáèò ïóñòî.
Ëþáóþ ïîäñòàíîâêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëà i è j â ïåðåñòàíîâêå (. . . , i, . . . , j, . . .) îáðàçóþò èí-
âåðñèþ, åñëè ÷èñëî i ðàñïîëîæåíî ëåâåå, ÷åì j, íî i > j. ×¼òíîñòü ïîäñòàíîâêè(
i1 ... in
j1 ... jn

)
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷¼òíîñòü ñóììû ÷èñëà èíâåðñèé â âåðõíåé ñòðî÷êå è

÷èñëà èíâåðñèé â íèæíåé ñòðî÷êå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷åòíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ìîæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

σ τ στ
÷ ÷ ÷
í ÷ í
÷ í í
í í ÷

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ε : Sn → {−1, 1},

ε(σ) =

{
1, åñëè σ � ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà;

−1, åñëè σ � íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà.
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Ëåììà 2.1. Åñëè σ, τ ∈ Sn, òî:

ε(στ) = ε(σ)ε(τ)

(ò.å. σ : Sn → {1,−1} � ãîìîìîðôèçì ãðóïï);

ε(σ) = ε(σ−1).

Ëåììà 2.2. Åñëè σ = τ1 . . . τk � ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn â ïðîèçâåäåíèå
òðàíñïîçèöèé τ1, . . . , τk, òî ε(σ) = (−1)k.

Òåîðåìà 2.1. ×¼òíûå ïîäñòàíîâêè An ÿâëÿþòñÿ ãðóïïîé (ïîäãðóïïîé â ãðóïïå

ïîäñòàíîâîê Sn); |An| =
n!

2
ïðè n ≥ 2.

Ïðèìåð 2.1.

Ïóñòü

δ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 8 1 2 4 7 5 3 6 10

)
,

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 1 6 10 2 4 9 7 3 8

)
,

Òðåáóåòñÿ íàéòè (δσ)100.
Ñíà÷àëà íàõîäèì

δσ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 9 7 10 8 2 6 5 1 3

)
= (5 8)(1 4 10 3 7 6 2 9)

(ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îðáèòàìè). Ïîýòîìó

(δσ)100 = (5 8)100(1 4 10 3 7 6 2 9)100.

Òàê êàê (5 8)2 è (1 4 10 3 7 6 2 9)8 ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè ïîäñòàíîâêàìè, 100 =
12 · 8 + 4, òî

(δσ)100 = (1 4 10 3 7 6 2 9)4 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 9 7 10 8 2 6 5 1 3

)
=

= (4 6)(3 9)(2 10)(1 7).
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Óïðàæíåíèÿ

1. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêàìè:

à)

(
1 3 4 2
2 4 3 4

)
; á)

(
4 2 1 3
1 2 4 3

)
; â)

(
3 1 4 1 2
2 1 3 1 4

)
; ã)

(
1 3 4 2 5
4 3 1 2 5

)
.

2. Êàêèå èç ïîäñòàíîâîê â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè ðàâíû ìåæäó ñîáîé? Çàïè-
øèòå èõ â êàíîíè÷åñêîì âèäå, ò.å. ÷òîáû âåðõíÿÿ ñòðîêà áûëà çàïèñàíà â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ.

3. Ïîäáåðèòå i è j òàê, ÷òîáû ïîäñòàíîâêà

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 3 1 i 4 6 j 2 9

)
îêàçà-

ëàñü: à) ÷åòíîé; á) íå÷åòíîé.

4. Ïåðåìíîæüòå ïîäñòàíîâêè σ è τ . Íàéäèòå ÷åòíîñòü êàæäîé ïîäñòàíîâêè è
÷åòíîñòü èõ ïðîèçâåäåíèÿ. Íàéäèòå îáðàòíûå ïîäñòàíîâêè ê σ è τ è ðàçëîæèòå èõ
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ öèêëû.

à) σ =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1

)
, τ =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 4 3 5 6

)
; á) σ =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 5 6 4

)
,

τ =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 5 1 6 2

)
.

5. Ïóñòü σ, τ ∈ Sn. Ïîäñòàíîâêà τστ−1 íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé, ñîïðÿæ¼ííîé ñ
ïîäñòàíîâêîé σ (ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè τ). Ïðîâåðüòå, ÷òî îòíîøåíèå ñîïðÿæ¼í-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà Sn íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ïîäñòàíîâîê íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì íà êëàññû
ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäñòàíîâêè γ, σ ∈ Sn ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà γ è σ èìåþò îäèíàêîâîå öèêëîâîå ðàçëîæåíèå, ò.å. îäèíàêîâîå ÷èñëî öèêëîâ
êàæäîé äëèíû â ñâîèõ ðàçëîæåíèÿõ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
îðáèòàìè.

(Óêàçàíèå:
à) τ(σ1σ2)τ

−1 = (τσ1τ
−1)(τσ2τ

−1).
á) Åñëè σ = (i1, . . . , ir) � öèêë äëèíû r, òî τστ−1 = (τ(i1), . . . , τ(ir))).

7. Íàéòè ðàçáèåíèå íà êëàññû ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ãðóïï S3, S4, A4, S5,
A5.

8. Âû÷èñëèòå:

à)

(
1 2 3 4 5 6 7
3 1 2 5 6 7 4

)11

; á)

(
1 2 3 4 5 6 7
2 4 7 5 6 1 3

)n
; â)

(
1 2 3 4 5 6 7
7 6 5 4 3 2 1

)n
.

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé ïîäñòàíîâêè σ ñòåïåíè n íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k ≤ n!, ÷òî σk = e, ãäå e � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà. Íàè-
ìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ýòèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïîäñòàíîâêè
σ.

10. Âû÷èñëèòå ïîðÿäîê öèêëà äëèíû k.

12



11. Âû÷èñëèòå ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè, åñëè îíà ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå ïî-
ïàðíî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ äëèíû k1, . . . , km.

12. Ïóñòü 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà. Âû÷èñëèòå:
a) (i1i2)(i2i3) . . . (ik−1ik);
á) (1i1)(1ik) . . . (1i2)(1i1)
â) (i1ik) . . . (i1i3)(i1i2).

13. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà ñòåïåíè n > 1:
à) ðàçëîæèìà â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé, ò. å. öèêëîâ äëèíû 2;
á) ðàçëîæèìà â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé âèäà (1k);
â) ðàçëîæèìà â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé âèäà (kk + 1).
/Óêàçàíèå: Åñëè i, j 6= 1, òî (ij) = (1i)(1j)(1i). Ãðóïïà Sn, n ≥ 3, ïîðîæäàåòñÿ

òðàíñïîçèöèåé (12) è öèêëîì (12 . . . n)./

14. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê
à) ïðîèçâåäåíèå òðîéíûõ öèêëîâ;
á) ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ âèäà (123), (124), . . . , (12n).
/Óêàçàíèå: ×¼òíàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

÷¼òíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé, ïðè ðàçëè÷íûõ i, j, k: (ik)(ij) = (ijk); ïðè ðàçëè÷íûõ
i, j, k, l: (ij)(kl) = (jkl)(ilj)./
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3. Îïðåäåëèòåëè

Ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé{
a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2,

äëÿ âû÷èñëåíèÿ x1 óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà a22, âòîðîå óðàâíåíèå íà −a12 è
ñëîæèì èõ. Ïîëó÷èì

(a11a22 − a12a21)x1 = b1a22 − b2a12.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ x2 óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà −a21, âòîðîå óðàâ-
íåíèå íà a11 è ñëîæèì èõ. Ïîëó÷èì

(a11a22 − a12a21)x2 = a11b2 − a21b1.

Åñëè ìû îïðåäåëèòåëåì (2× 2)-ìàòðèöû(
a11 a12
a21 a22

)
íàçîâ¼ì ÷èñëî ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

òî â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ïðàâèëî Êðàìåðà
äëÿ n = 2; ñì. íèæå): åñëè îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ, ò.å.∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 6= 0,

òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííîé è äëÿ å¼ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâû
ôîðìóëû

x1 =

∣∣∣∣b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ; x2 =

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ .
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî (x1, x2) � ðåøåíèå.
Ïóñòü òåïåðü

A =

a11 . . . ann
. . . . . .

a1n . . . ann

 ∈Mn(K)−

êâàäðàòíàÿ (n× n)-ìàòðèöà, aij ∈ K, ãäå K � ëþáîå ïîëå (íàïðèìåð, K = R).
Ïðè n = 1: |a| = a ∈ K.
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Ïðè n = 2 ìû èìååì ∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

ò. å. îïðåäåëèòåëü (2 × 2)-ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, âçÿòûõ ïî îäíîìó (è òîëü-
êî îäíîìó) èç êàæäîé ñòðîêè (ñòîëáöà), ïðè ýòîì çíàê îïðåäåëÿåòñÿ ÷¼òíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñòàíîâêè èíäåêñîâ:

+a11a22,

(
1 2
1 2

)
− ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà;

−a12a21,
(

1 2
2 1

)
− íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà.

Ñ ýòîé ¾ïîäñêàçêîé¿ îïðåäåëèì îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû A êàê

|A| =
∑
α∈Sn

ε(α)a1α(1) . . . anα(n),

ò.å. êàê ñóììó âñåõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, âçÿòûõ ïî îäíîìó (è òîëü-
êî îäíîìó) èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà (a1α(1) � èç 1-é ñòðîêè è α(1)-ãî
ñòîëáöà; . . .; anα(n) � èç n-é ñòðîêè è α(n)-ãî ñòîëáöà), ò.å. òåõ ïðîèçâåäåíèé, èí-
äåêñû êîòîðûõ äàþò ïîäñòàíîâêó α ∈ Sn, ïðè ýòîì ýòè ïðîèçâåäåíèÿ áåðóòñÿ ñî
çíàêîì "+"(ε(α) = 1), åñëè ïîäñòàíîâêà α ÷¼òíàÿ, è ñî çíàêîì "−"(ε(α) = −1),
åñëè ïîäñòàíîâêà α íå÷¼òíàÿ.

Ïðèìåð 3.1.

Åñëè n = 3, A = (aij) ∈M3(K), òî

|A| = a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Èç îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå åãî ñâîéñòâà.
1o. Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ (äâà ñòîëáöà), òî ïî-

ëó÷èì íîâûé îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé èñõîäíîìó, óìíîæåííîìó íà (−1).
2o. Îïðåäåëèòåëü, èìåþùèé äâå ðàâíûõ ñòðîêè (äâà ðàâíûõ ñòîëáöà), ðàâåí

íóëþ.
3o. Åñëè îäíó èç ñòðîê (îäèí èç ñòîëáöîâ) îïðåäåëèòåëÿ óìíîæèòü íà êàêîå-

ëèáî ÷èñëî, òî ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëèòåëü, ðàâíûé èñõîäíîìó, óìíîæåííîìó íà ýòî
÷èñëî.

Çàìåíà ñòðîê ìàòðèöû íà åå ñòîëáöû, à ñòîëáöîâ � íà ñòðîêè íàçûâàåòñÿ
òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû. Òàê, åñëè

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,
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òî òðàíñïîíèðîâàííàÿ ñ íåé ìàòðèöà

At =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn

 .

4o. Îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ðàâåí îïðåäåëèòåëþ èñõîäíîé ìàò-
ðèöû.

5o. Åñëè â îïðåäåëèòåëå âìåñòî ëþáîé ñòðîêè çàïèñàòü ñóììó ýòîé ñòðîêè
è ëþáîé äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà íåêîòîðîå ÷èñëî, òî ïîëó÷åííûé íîâûé
îïðåäåëèòåëü áóäåò ðàâåí èñõîäíîìó.

Îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ

|A| =
∑
α∈Sn

ε(α)a1α(1) . . . anα(n),

êàê ñóììû n! ñëàãàåìûõ-ïðîèçâåäåíèé ïëîõî ïðèãîäíî äëÿ ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèé
ïðè áîëüøèõ n.

Îïðåäåëåíèå 3.1. (äîïîëíÿþùèå ìèíîðû è àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ) Çàôèêñè-
ðóåì ýëåìåíò aij êâàäðàòíîé (n×n)-ìàòðèöû A = (aij). Âû÷¼ðêèâàÿ â îïðåäåëèòåëå
|A| i-þ ñòðîêó è j-é ñòîëáåö (ïðîõîäÿùèå ÷åðåç aij), ïîëó÷àåì îïðåäåëèòåëü Mij

ìàòðèöû ïîðÿäêà (n−1)× (n−1), íàçûâàåìûé (äîïîëíÿþùèì) ìèíîðîì ýëåìåíòà
aij. Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij íàçûâàåòñÿ ÷èñëî Aij = (−1)i+jMij.

Òåîðåìà 3.1. (ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî i-é ñòðîêå è ïî j-ìó ñòîëáöó, 1 ≤
i, j ≤ n).

1) |A| = ai1Ai1 + . . .+ ainAin

(
=

n∑
j=1

aijAij

)
;

2) |A| = a1jA1j + . . .+ anjAnj

(
=

n∑
i=1

aijAij

)
;

Ïðèìåð 3.2.

Íàéòè îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 3 1
3 1 2

∣∣∣∣∣∣ .
à) Ïî îïðåäåëåíèþ,

∆ = 1 · 3 · 2 + 2 · 3 · 1 + 2 · 1 · 3− 3 · 3 · 3− 1 · 1 · 1− 2 · 2 · 2 = −18.
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á) Ðàçëàãàÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó÷àåì

∆ = 1 ·
∣∣∣∣3 1
1 2

∣∣∣∣+ 2 · (−1) ·
∣∣∣∣2 1
3 2

∣∣∣∣+ 3 ·
∣∣∣∣2 3
3 1

∣∣∣∣ = −18

â) Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê, èìååì1 2 3
2 3 1
3 1 2

→
1 2 3

0 −1 −5
3 1 2

→
1 2 3

0 −1 −5
0 −5 −7

→
1 2 3

0 −1 −5
0 0 18

 ,

è ìû ïðèøëè ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Ïðè ýòîì ìû ïðèìåíÿëè òîëüêî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ 1-ãî òèïà, íå ìåíÿþùèå îïðåäåëèòåëü (ñâîéñòâî 5o îïðåäåëèòåëÿ). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ∆ = −18.

Åñëè M � ìèíîð (ò. å. îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç k ñòðîê ñ
íîìåðàìè i1, . . . , ik è k ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè j1, . . . , jk, k ≥ 1, òî äîïîëíèòåëü-
íûé ìèíîð M îïðåäåëÿåòñÿ êàê îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåìûé âû÷¼ðêèâàíèåì ñòðîê
i1, . . . , ik è ñòîëáöîâ j1, . . . , jk. Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ìèíîðà M îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A(M) = (−1)(i1+...+ik)+(j1+...+jk)M.

Òåîðåìà 3.2. (òåîðåìà Ëàïëàñà.) Åñëè A = (aij) ∈ Mn(K), 1 ≥ k ∈ N, i1, . . . , ik
�çàôèêñèðîâàííûå íîìåðà k ñòðîê, òî îïðåäåëèòåëü |A| ðàâåí ñóììå âñåõ ïðî-
èçâåäåíèé MA(M), ãäå M ïðîáåãàåò âñå Ck

n ìèíîðîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñòðîêè ñ
íîìåðàìè i1, . . . , ik.

×àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïî ñòðîêå
(k = 1).

Òåîðåìà 3.3. (ïðàâèëî Êðàìåðà.) Äëÿ êâàäðàòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(aij|bi) ñ (n× n)-ìàòðèöåé A = (aij) èìååì:
1) ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåë¼ííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |A| 6= 0;
2) â ýòîì ñëó÷àå (ò. å. åñëè |A| 6= 0) ýòî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (k1, . . . , kn) èìååò
ñëåäóþùèé âèä äëÿ j = 1, . . . , n:

kj =
Dj

D
,

ãäå

D = |A|, Dj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . b1 . . . a1n
· · · · ·
· · · · ·
· · · · ·
an1 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Çäåñü Dj � îïðåäåëèòåëü n-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àþùèéñÿ èç îïðåäåëèòåëÿ D ìàòðè-
öû A êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû çàìåíîé j-ãî ñòîëáöà ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
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Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (n óðàâíåíèé ñ n
íåèçâåñòíûìè) íå èìååò ðåøåíèÿ, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû å¼ êîýôôèöèåíòîâ
ðàâåí íóëþ.

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (n óðàâíåíèé ñ
n íåèçâåñòíûìè) èìååò áîëåå ÷åì îäíî ðåøåíèå, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû å¼
êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí íóëþ.

Ñëåäñòâèå 3.3. Îäíîðîäíàÿ êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (n óðàâíå-
íèé ñ n íåèçâåñòíûìè) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû å¼ êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí íóëþ.

Ïðèìåð 3.3.

Ðåøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
3x1 + 2x2 − x3 = 2,

2x1 − x2 + 2x3 = 3

4x1 + x2 + 3x3 = 5

Âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëèòåëè:

D =

∣∣∣∣∣∣
3 2 −1
2 −1 2
4 1 3

∣∣∣∣∣∣ = −17; D1 =

∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
3 −1 2
5 1 3

∣∣∣∣∣∣ = −16;

D2 =

∣∣∣∣∣∣
3 2 −1
2 3 2
4 5 3

∣∣∣∣∣∣ = 3; D3 =

∣∣∣∣∣∣
3 2 2
2 −1 3
4 1 5

∣∣∣∣∣∣ = −8.

Òîãäà

x1 =
16

17
; x2 = − 3

17
; x3 =

8

17
.
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Óïðàæíåíèÿ

1. Âûáðàòü çíà÷åíèÿ i è k òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå
à) a62ai5a33ak4a46a21 âõîäèëî â îïðåäåëèòåëü 6-ãî ïîðÿäêà ñî çíàêîì ìèíóñ.
á) a47a63a1ia55a7ka24a31 âõîäèëî â îïðåäåëèòåëü 7-ãî ïîðÿäêà ñî çíàêîì ïëþñ.
2.
à) Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n, åñëè ïåðâûé ñòîëáåö ïåðåñòàâèòü

íà ïîñëåäíåå ìåñòî, à îñòàëüíûå ñòîëáöû ïåðåäâèíóòü âëåâî, ñîõðàíÿÿ èõ ðàñïî-
ëîæåíèå?

á) Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n, åñëè åãî ñòðîêè çàïèñàòü â îáðàòíîì
ïîðÿäêå?

â) Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n, åñëè ê ïîñëåäíåìó ñòîëáöó ïðèáà-
âèòü âñå îñòàëüíûå?

ã) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n âûïîëíåíî |λA| = λn|A|.
3.
à) Ðàçëàãàÿ ïî 3-åé ñòðîêå, âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −3 4 1
4 −2 3 2
a b c d
3 −1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
á) ðàçëàãàÿ ïî 2-ìó ñòîëáöó, âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣

5 a 2 −1
4 b 4 −3
2 c 3 −2
4 d 5 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

â)

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 6 3 7
3 5 7 2
5 4 3 5
5 6 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 −5 8 4
9 7 5 2
7 5 3 7
−4 8 −8 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
5. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè ïîðÿäêà n.
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1) ïðèâåäåíèåì ê òðåóãîëüíîìó âèäó:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
. . . . . . . . . . . . . . .
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

2) ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x a b c
a −x c b
b c −x a
c b a −x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 3
1 2− x2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− x2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
3) ìåòîäîì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 3
1 2− x2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− x2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
4) ìåòîäîì ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ â âèäå ñóììû îïðåäåëèòåëåé:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ a1 a2 a3 . . . an
a1 x+ a2 a3 . . . an
a1 a2 x+ a3 . . . an
. . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 a3 . . . x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 . . . 1 1
x1 a1 0 0 . . . 0 0
x2 x2 a2 0 . . . 0 0
x3 x3 x3 a3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn xn xn xn . . . xn an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

5) èñïîëüçóÿ îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà

V (a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 . . . an−11

1 a2 . . . an−12

. . . . . . . . . . . .
1 an . . . an−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤j≤i≤n

(ai − aj) :

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 + 1 x2 + 1 . . . xn + 1
x21 + x1 x22 + x2 . . . x2n + xn
x31 + x21 x32 + x22 . . . x3n + x2n
. . . . . . . . . . . .

xn−11 + xn−21 xn−12 + xn−22 . . . xn−1n + xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(x+ a1)

n (x+ a1)
n−1 . . . x+ a1 1

(x+ a2)
n (x+ a2)

n−1 . . . x+ a2 1
. . . . . . . . . . . .

(x+ an+1)
n (x+ an+1)

n−1 . . . x+ an+1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
6. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ëàïëàñà, âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 3
6 5 7 8 4 2
9 8 6 7 0 0
3 2 4 5 0 0
3 4 0 0 0 0
5 6 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 6 5 4 3 2
9 7 8 9 4 3
7 4 9 7 0 0
5 3 6 1 0 0
0 0 5 6 0 0
0 0 6 8 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

7. Ñëåäóþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ðåøèòü ïî ïðàâèëó Êðàìåðà:

à)


2x1 + 2x2 − x3 + x4 = 4,

4x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 6,

8x1 + 5x2 − 3x3 + 4x4 = 12,

3x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = 6.

á)


2x− 5y + 3z + t = 5,

3x− 7y + 3z − t = −1,

5x− 9y + 6z + 4t = 7,

4x− 6y + 3z + t = 8.
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4. Àëãåáðà ìàòðèö

×åðåçMm,n(K) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì
K ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà m× n (äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèÿ, Mn(K) = Mn,n(K)
� ñîâîêóïíîñòü âñåõ êâàäðàòíûõ (n × n)-ìàòðèö). Äëÿ Mm,n(K) îïðåäåëåíû îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ ìàòðèö

C = A+B (cij = aij + bij äëÿ êàæäîãî ìåñòà (i, j))

è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî c ∈ K

D = cA (dij = caij äëÿ êàæäîãî ìåñòà (i, j)).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ Mm,n(K) íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå âñåõ àêñèîì
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (â ÷àñòíîñòè, íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â Mm,n(K) áóäåò
íóëåâàÿ ìàòðèöà 0 ñ íóëÿìè íà âñåõ ìåñòàõ, −A = (−1) · A).

Åñëè A = (aij) ∈Mr,m(K), B = (bij) ∈Mm,n(K) òî ìû îïðåäåëèì èõ ïðîèçâåäå-
íèå

AB = U = (uij) ∈Mr,n(K),

ïîëàãàÿ

uis =
m∑
k=1

aikbks

(ò. å. ýëåìåíò ìàòðèöû AB, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ïî-
ëó÷àåòñÿ ¾óìíîæåíèåì¿ i-é ñòðîêè (äëèíû m) ìàòðèöû A íà j-é ñòîëáåö (äëèíû
m) ìàòðèöû B). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå âîçìîæíîñòè ïåðåìíîæèòü äâå ïðÿìî-
óãîëüíûå ìàòðèöû A è B çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëèíà ñòðîê ëåâîãî ìíîæèòåëÿ
A ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ñòîëáöîâ ïðàâîãî ìíîæèòåëÿ B.

Ïðèìåð 4.1.

 2 −1
1 0
−3 4

(1 −5 −2
3 0 4

)
=

−1 −10 −8
1 −5 −2
9 15 22

 ;

(
1 −5 −2
3 0 4

) 2 −1
1 0
−3 4

 =

(
3 −9
−6 13

)
.

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèé íàä ìàòðèöàìè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå çàêîíû:
1)A+B = B + A;
2)λ(A+B) = λA+ λB;
3)(A+B) + C = A+ (B + C);
4)(AB)C = A(BC);
5)A(B + C) = AB + AC.
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Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü A ∈ Mn(K) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ìàòðèöà B ∈ Mn(K) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê A, åñëè AB = E = BA, ãäå E �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n.

Òåîðåìà 4.1. (îá îáðàòíîé ìàòðèöå) Ïóñòü A ∈ Mn(K) � êâàäðàòíàÿ (n × n)-
ìàòðèöà. Òîãäà:
1) îáðàòíàÿ ìàòðèöà B = (bij) = A−1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
|A| 6= 0;

2) â ýòîì ñëó÷àå bij =
Aji

|A|
(ôîðìóëà äëÿ ýëåìåíòà îáðàòíîé ìàòðèöû);

3) |A−1| =
1

|A|
Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

âîçìîæíà ìàòðè÷íàÿ çàïèñü AX = B, ãäå A = (aij) � (m,n)-ìàòðèöà êîýôôèöè-
åíòîâ, x1...

xn

�

ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ,

B =

 b1
...
bm

 ∈Mm,1(K)�

ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñòðîêà (k1, . . . , kn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, åñëè ñòîëáåök1...

kn

 ∈Mn,1(K)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

A

k1...
kn

 =

 b1
...
bm

 .
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Óïðàæíåíèÿ

1. Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö:

à)

(
1 n
0 1

)(
1 m
0 1

)
;

á)

(
a b
c d

)(
α β
γ δ

)
;

â)

1 −3 2
3 −4 1
2 −5 3

2 5 6
1 2 5
1 3 2

 ;

ã)

5 8 −4
6 9 −5
4 7 −3

3 2 5
4 −1 3
9 6 5

 ;

ä)


1
−2
1
3

(2 2 3 −1
)

;

å)

(
1 5 3
2 −3 1

) 2 −3 5
−1 4 −2
3 −1 1

 ;

æ)

(
1 −2
3 −4

)3

;

ç)

(
2 −1
3 −2

)n
.

2. Íàéòè çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) = 3x2 − 2x+ 5 îò ìàòðèöû:

à)

1 −2 3
2 −4 1
3 −5 2

 ;

á)

5 2 −3
1 3 −1
2 2 −1

 .

3. Íàéòè îáðàòíûå ìàòðèöû äëÿ ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

à)

(
1 2
3 4

)
; á)

(
a b
c d

)
; â)

2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

 ; ã)

2 7 3
3 9 4
1 5 3

 ;

ä)


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 ; å)


1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6

 .

4. Ðåøèòü ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ:

à)

(
1 2
3 4

)
·X =

(
3 5
5 9

)
; á) X ·

(
3 −2
5 −4

)
=

(
−1 2
−5 6

)
;
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â)

(
3 −1
5 −2

)
·X ·

(
5 6
7 8

)
=

(
14 16
9 10

)
;

ã)

1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

 ·X =

 1 −3 0
10 2 7
10 7 8

 ;

ä) X ·

 5 3 1
1 −3 −2
−5 2 1

 =

−8 3 0
−5 9 0
−2 15 0

 ;

å)

2 −3 1
4 −5 2
5 −7 3

 ·X ·
9 7 6

1 1 2
1 1 1

 =

 2 0 −2
18 12 9
23 15 11

 .

5. Íàéòè âñå ìàòðèöû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ ìàòðèöåé:

à)

(
1 2
3 4

)
; á)

(
7 −3
5 −2

)
; â)

3 1 0
0 3 1
0 0 3

 ; ã)


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

6. Ïóñòü K � ïîëå, n ∈ N, n ≥ 2,

Z(Mn(K) = {A ∈Mn(K)|AB = BA ∀B ∈Mn(K).

Òîãäà A ∈ Z(Mn(K) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè A = λEn, λ ∈ K.

7. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå ìàòðèöû â M2(Z), êîììóòèðóþùèå ñ

(
0 1
−1 0

)
,

êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé.
8. Ïóñòü A ∈Mn(K). Ïîêàæèòå, ÷òî

{B ∈Mn(K)|AB = BA} �

ïîäàëãåáðà â àëãåáðå ìàòðèö Mn(K).
9. Ïóñòü A = (aij) ∈Mn(K). Ïîëîæèì

tr(A) = a11 + a22 + . . .+ ann

(ñëåä ìàòðèöû A). Òîãäà:
à) tr � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ,

tr(A+B) = tr(A) + tr(B), tr(−A) = −tr(A)

äëÿ âñåõ A,B ∈Mn(K) è λ ∈ K;
á) tr(E) = n;
â) tr(AB) = tr(BA);
ã) Ôóíêöèÿ tr : Mn(K)→ K îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè à), á) è â).
ä) Åñëè charK = 0 (íàïðèìåð, K = R), òî â àëãåáðå ìàòðèö Mn(K) åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà E íå ïðåäñòàâèìà â âèäå AB −BA äëÿ A,B ∈Mn(K).
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10. Ïóñòü (
a b
c d

)
∈M2(K)

è

f(λ) = |A− λE| =
∣∣∣∣a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣ = (a− λ)(d− λ)− bc =

= λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc)

(= λ2 − trAλ+ |A|) �

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A (çäåñü trA = a + d). Òîãäà f(A) = 0
(ò.å. â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ìû âèäèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-Êýëè
î òîì, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñâîåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
f(λ) = |A− λE| äëÿ (2× 2)-ìàòðèö).

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî |A − AE| = 0 ∈ K íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâîì òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýëè.

11. Íàéòè 
0 1 . . . 1
1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 0


−1

∈Mn(Q)

(ìàòðèöà ðàçìåðà n×n, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò íóëè, à âñå îñòàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû 1).

12. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
à) (A+B)t = At +Bt;
á) (AB)t = BtAt;
â) (A−1)t = (At)−1.
13. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè

AAt = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîé
ìàòðèöû ðàâåí ±1.

14. Ïóñòü A � íåíóëåâàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì K. Ïîêàæèòå, ÷òî
ëþáàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà íàä òåì æå ïîëåì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìàòðèö âèäà EijAEkl, ãäå Esk � ìàòðèöà, â êîòîðîé íà ïå-
ðåñå÷åíèè s-é ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà ñòîèò 1, à íà âñåõ îñòàëüíûõ ìåñòàõ ñòîèò
0.
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5. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü VK � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K. Ñèñòåìà
ýëåìåíòîâ v1, . . . , vr ∈ VK íàçîâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè íàéäóòñÿ ýëåìåíòû
k1, . . . , kr ∈ K òàêèå, ÷òî

à) íå âñå ki ðàâíû íóëþ (ò. å. õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò ki îòëè÷åí îò íóëÿ);
á) k1v1 + k2v2 + . . .+ krvr = 0.
Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ v1, . . . , vr ∈ VK íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè îíà

íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç ðàâåíñòâà k1v1+ . . .+krvr = 0,
k1, . . . , kr ∈ K, ñëåäóåò, ÷òî k1 = k2 = . . . = kr = 0.

Ïóñòü K � ïîëå (íàïðèìåð, K = R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë). Ðàññìîò-
ðèì Kn = {(α1, . . . , αn)|αi ∈ K} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ñòðîê α =
(α1, . . . , αn) äëèíû n ýëåìåíòîâ αi, i = 1, . . . , n, ïîëÿ K. Íà ìíîæåñòâå Kn îïðåäå-
ëåíû ñëåäóþùèå îïåðàöèè.

1) Ñëîæåíèå ñòðîê (áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ): åñëè

α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Kn,

òî
α + β = (α1 + β1, . . . , αn + βn).

2) Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà λ ∈ K (óíàðíàÿ) îïåðàöèÿ óìíîæåíèå ñòðîê íà ýëåìåíò
λ ∈ K: åñëè

α = (α1, . . . , αn),

òî
λα = (λα1, . . . , λαn).

Òåîðåìà 5.1. Ìíîæåñòâî Kn ñòðîê äëèíû n ýëåìåíòîâ ïîëÿ K ñ îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ è ñ îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû λ ïîëÿ K ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì K.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ K̂n íàä ïîëåì K.
Ñèñòåìà ñòðîê ε1, ..., εn ∈ Kn, ãäå

ε1 = (1, 0, . . . , 0),

ε2 = (0, 1, . . . , 0),

. . .

εn = (0, 0, . . . , 1),

ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ñòðîêà α = (k1, . . . , kn) ∈ Kn ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ ε1, . . . , εn, à èìåííî, α = (k1, . . . , kn) = k1ε1 +
. . .+ knεn. Äëÿ ñèñòåìû ñòðîê â Kn

α1 = (a11, . . . , a1n),
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. . .

αr = (ar1, . . . , arn)

âîïðîñ î å¼ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ðàâíîñèëåí ñóùåñòâîâàíèþ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ
(k1, . . . , kr) ñëåäóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

a11x1 + . . .+ a1rxr = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1nx1 + . . .+ arnxr = 0

ñ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé At, ãäå

A =

a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
ar1 . . . arn

 =

α1
...
αr

 .

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ãàóññà äà¼ò íàì â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòìè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòðîê.

Ïóñòü S � ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà VK . Ïîäñèñòåìà v1, . . . , vr ∈
S íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìîé â S, åñëè:

1) v1, . . . , vr � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà;
2) v1, . . . , vr, v � ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà äëÿ âñÿêîãî v ∈ S, èëè, ÷òî ýêâè-

âàëåíòíî,
2') ëþáîé ýëåìåíò v ∈ S ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ v1, . . . , vr.
Ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà v1, . . . , vr â S = VK (åñëè â

VK ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà) íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà VK . Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî VK ñ êîíå÷íûì áàçèñîì v1, . . . , vr íàçûâàåòñÿ êî-
íå÷íîìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (ïðè ýòîì ëþáîé äðóãîé áàçèñ ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñîäåðæèò òî æå ñàìîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ).

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ ñèñòåìû S ⊆ VK , ãäå VK � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ëþáûå äâå (êîíå÷íûå) ìàêñèìàëüíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû ñî-
äåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ r(S), íàçûâàåìîå ðàíãîì ñèñòåìû S.

Ïóñòü A = (aij) ∈ Mm,n(K) � ïðÿìîóãîëüíàÿ (m × n)-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè
aij èç ïîëÿ K. Îïðåäåëèòåëü Mi1,...,ik;j1,...,jk êâàäðàòíîé (k×k)-ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé
èç ýëåìåíòîâ íà ïåðåñå÷åíèè k ñòðîê ñ íîìåðàìè i1, . . . , ik è k ñòîëáöîâ ñ íîìåðà-
ìè j1, . . . , jk, íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A. Íàèâûñøèé ïîðÿäîê
íåíóëåâîãî ìèíîðà ìàòðèöû A îáîçíà÷èì ÷åðåç r(A).

Òåîðåìà 5.3. (î ðàíãå ìàòðèöû). Ñëåäóþùèå ÷åòûðå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ìàòðèöû A = (aij) ∈Mm,n(K) ñîâïàäàþò:

1) r(A1, . . . , Am) (ðàíã ñèñòåìû ñòðîê, â Kn);
2) r(Â1, . . . , Ân) (ðàíã ñèñòåìû ñòîëáöîâ, â K̂n);
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3) r(A) (íàèâûñøèé ïîðÿäîê íåíóëåâîãî ìèíîðà);
4) ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê r â ñòóïåí÷àòîì âèäå A ìàòðèöû A. (Ýòî ñîâïà-

äàþùåå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç r(A)).

Íåíóëåâàÿ ìàòðèöà A ∈ Mm,n(K) èìååò ãëàâíûé ñòóïåí÷àòûé âèä, åñëè ìàò-
ðèöà A èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä, âñå ëèäåðû íåíóëåâûõ ñòðîê a1s1 , a2s2 , . . . , arsr
(1 ≤ s1 < . . . < sr ≤ n) ðàâíû 1 è äëÿ êàæäîãî j, 1 ≤ j ≤ r, â sj-ì ñòîëáöå
ìàòðèöû A åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò � ýòî ajsj = 1. Íàïðèìåð, ìàòðèöà1 1 0 1

0 0 1 0
0 0 0 0


èìååò ãëàâíûé ñòóïåí÷àòûé âèä, à ìàòðèöà1 1 2 1

0 0 1 0
0 0 0 0


èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä (âûäåëåíû ëèäåðû ñòðîê), íî íå ãëàâíûé ñòóïåí÷àòûé âèä.
Ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ìàòðèöà A ∈Mm,n(K) ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñòðîê 1-ãî, è 2-ãî òèïà (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1.1 è 1.2) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ãëàâíîìó
ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

Ïðèìåð 5.1.

Íàéòè êàêóþ-ëèáî ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó ñòðîê â
ñèñòåìå a1, a2, a3, a4 ∈ R4,

a1 = (−1, 4,−3,−2), a2 = (3,−7, 5, 3),

a3 = (3,−2, 1, 0), a4 = (−4, 1, 0, 1),

à îñòàëüíûå ñòðîêè âûðàçèòü êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòðîê ýòîé ïîäñèñòåìû.

Çàïèñûâàåì ñòðîêè a1, a2, a3, a4 êàê ñòîëáöû è ïðèâîäèì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó
ê ãëàâíîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê:
−1 3 3 −4
4 −7 −2 1
−3 5 1 0
−2 3 0 1

→

−1 3 3 −4
0 5 10 −15
0 −4 −8 12
0 −3 −6 9

→

→


−1 3 3 −4
0 1 2 −3
0 0 0 0
0 0 0 0

→


1 0 3 −5
0 1 2 −3
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Çàïèñûâàåì íîìåðà ñòîëáöîâ â ñòóïåí÷àòîì âèäå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç óãîëêè ñòó-
ïåíåê: 1, 2. Ïîýòîìó {a1, a2} � ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà,
a3 = 3a1 + 2a2, a4 = −5a1 − 3a2; ðàíã ñèñòåìû ñòðîê a1, a2, a3, a4 ðàâåí 2.
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Òåîðåìà 5.4. (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè: êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè è îïðåäå-
ë¼ííîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â òåðìèíàõ ðàíãîâ ìàòðèö).

Ïóñòü (aij|bi) � ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè, A =
(aij) ∈Mm,n(K) � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ,

A′ =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

�

ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
à) Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã

ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ A ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû A′ = (A, b̂), r(A) =
r(A′).

á) Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïðåäåë¼ííàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
r(A) = r(A′) = n.

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé X îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé (ÎÑËÓ) ñ ìàòðèöåé A = (aij) ∈Mm,n(K) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, ïîäïðîñòðàíñòâîì â Kn.

Òåîðåìà 5.5. Åñëè r = r(A) < n, òî dimX = n − r (ò.å. ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé ðàâíà ÷èñëó ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ). Òàêèì îáðàçîì, åñëè
r(A) = n, òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò ëèøü íóëåâîå ðåøåíèå.

Ëþáîé áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé X îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ â ðÿäå àëãåáðàè÷åñêèõ òåêñòîâ ¾ôóíäàìåíòàëüíîé ñè-
ñòåìîé ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÔÑÐ)¿.

Ïðèìåð 5.2.

Íàéòè îáùåå ðåøåíèå è ÔÑÐ îäíîðîäíîé ñèñòåìû
x1 + x2 − 3x4 − x5 = 0

x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0

4x1 − 2x2 + 6x3 + 3x4 − 4x5 = 0

2x1 + 4x2 − 2x3 + 4x4 − 7x5 = 0

Ïðèâåäåì ñèñòåìó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà. Äëÿ ýòîãî
çàïèñûâàåì ìàòðèöó ñèñòåìû (â äàííîì ñëó÷àå, òàê êàê ñèñòåìà îäíîðîäíàÿ, òî åå
ïðàâûå ÷àñòè ðàâíû íóëþ, â ýòîì ñëó÷àå ñòîëáåö ñâîáîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæ-
íî íå âûïèñûâàòü, òàê êàê ïðè ëþáûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ â ïðàâûõ
÷àñòÿõ áóäóò ïîëó÷àòüñÿ íóëè):

A =


1 1 0 −3 −1
1 −1 2 −1 0
4 −2 6 3 −4
2 4 −2 4 −7


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è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèì äàííóþ ìàòðèöó ê ñòóïåí-
÷àòîìó âèäó.

A ∼


1 1 0 −3 −1
0 −2 2 2 1
0 0 0 3 −1
0 0 0 0 0


Ïî ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå âûïèøåì ÎÑËÓ è ðàçîáü¼ì ïåðåìåííûå íà
äâå ãðóïïû: ãëàâíûå x1, x2, x4, ¾ïðîõîäÿùèå¿ ÷åðåç óãîëêè ñòóïåíåê, è ñâîáîäíûå
x3, x5. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ÎÑËÓ ðàâíà äâóì.

x1 + x2 − 3x4 − x5 = 0

−2x2 + 2x3 + 2x4 + x5 = 0

3x4 − x5 = 0

Âûðàçèì x1, x2, x4 ÷åðåç x3 è x5:
x1 = −x3 + 7

6
x5

x2 = x3 + 5
6
x5

x4 = 1
3
x5

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåøåíèé èìååò âèä

X =

{
(−x3 +

7

6
x5, x3 +

5

6
x5, x3,

1

3
x5, x5)|x3, x5 ∈ R

}
.

Äàëåå ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ïðèäàþòñÿ ëþáûå, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ
çíà÷åíèé è èç çàâèñèìîñòè ìåæäó ñâîáîäíûìè è ãëàâíûìè ïåðåìåííûìè íàõîäÿò-
ñÿ çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðèäàâàÿ â ïåðâîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, íåçà-
âèñèìûì ïåðåìåííûì çíà÷åíèÿ x3 = 0, x5 = 6, ïîëó÷èì ïåðâûé âåêòîð èç ÔÑÐ:
a1 = (7, 5, 0, 2, 6). Äàëåå, åñëè x3 = 1, x5 = 0, òî a2 = (−1, 1, 1, 0, 0). Ýòè äâà âåêòîðà
îáðàçóþò îäèí èç áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé X çàäàííîé ÎÑËÓ.

Óïðàæíåíèÿ

1. Íàéòè ðàíã ñëåäóþùèõ ìàòðèö ñ ïîìîùüþ îêàéìëåíèÿ ìèíîðîâ è ýëåìåí-
òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

à)

 8 2 2 −1 1
1 7 4 −2 5
−2 4 2 −1 3

 ; á)

4 1 7 −5 1
0 −7 1 −3 −5
2 5 3 −1 3


2. Íàéòè çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ ìàòðèöà

3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3


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èìååò íàèìåíüøèé ðàíã. ×åìó ðàâåí ðàíã ïðè íàéäåííûõ λ è ÷åìó îí ðàâåí ïðè
äðóãèõ çíà÷åíèÿõ λ?

3. ×åìó ðàâåí ðàíã ìàòðèöû1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1


ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ?

4. Íàéòè âåêòîð x èç óðàâíåíèÿ
à)

a1 + 2a2 + 3a3 + 4x = 0,

ãäå a1 = (5,−8,−1, 2), a2 = (2,−1, 4,−3), a3 = (−3, 2,−5, 4).
á)

3(a1 − x) + 2(a2 + x) = 5(a3 + x),

ãäå a1 = (2, 5, 1, 3), a2 = (10, 1, 5, 10), a3 = (4, 1,−1, 1).
5. Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ñèñòåìû âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìûìè

èëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè:
à)

a1 = (2,−3, 1),

a2 = (3,−1, 5),

a3 = (1,−4, 3).

á)
a1 = (4,−5, 2, 6),

a2 = (2,−2, 1, 3),

a3 = (6,−3, 3, 9),

a4 = (4,−1, 5, 6).

6. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ âåêòîð b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåê-
òîðû a1, a2, . . . , as:

à)
a1 = (2, 3, 5),

a2 = (3, 7, 8),

a3 = (1,−6, 1),

b = (7,−2, λ).

á)
a1 = (4, 4, 3),

a2 = (7, 2, 1),
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a3 = (4, 1, 6);

b = (5, 9, λ).

7. Íàéòè êàêîé-íèáóäü áàçèñ ñèñòåìû âåêòîðîâ è âûðàçèòü ÷åðåç ýòîò áàçèñ
îñòàëüíûå âåêòîðû ñèñòåìû:

à) a1 = (5, 2,−3, 1), a2 = (4, 1,−2, 3), a3 = (1, 1,−1,−2), a4 = (3, 4,−1, 2), a5 =
(7,−6,−7, 0).

á) a1 = (2,−1, 3, 5), a2 = (4,−3, 1, 3), a3 = (3,−2, 3, 4), a4 = (4,−1,−15, 7).
8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå è ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé:
à) 

x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,

3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0,

4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0.

á) 
2x1 − 4x2 + 5x3 + 3x4 = 0,

3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = 0,

4x1 − 8x2 + 17x3 + 11x4 = 0.

9. Íàéòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùèå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà,
íàòÿíóòûå íà ñëåäóþùèå ñèñòåìû âåêòîðîâ:

à) a1 = (1,−1, 1, 0), a2 = (1, 1, 0, 1), a3 = (2, 0, 1, 1).
á) a1 = (1,−1, 1,−1, 1), a2 = (1, 1, 0, 0, 3), a3 = (3, 1, 1,−1, 7), a4 = (0, 2,−1, 1, 2).
10. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êðîíåêåðà�Êàïåëëè èññëåäîâàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé íà ñîâìåñòíîñòü è îïðåäåëåííîñòü:
à) 

3x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 2,

2x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 3,

9x1 + x2 + 4x3 − 5x4 = 1,

2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

7x1 + x2 + 6x3 − x4 = 7.

á) 
x1 + x2 + 3x3 − 2x4 + 3x5 = 1,

2x1 + 2x2 + 4x3 − x4 + 3x5 = 2,

3x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 + 3x5 = 1,

2x1 + 2x2 + 8x3 − 3x4 + 9x5 = 2.
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